USANDO PROBABILIDADES PARA APROXIMAR FUNCOES
POR POLINOMIOS

JOEL MOREIRA

ResumMo. Uma ideia central em Analise moderna é a de aproximar objectos
potencialmente mal comportados por objectos mais simples. O Teorema de
Aproximagao de Weierstrass é um teorema classico em analise sobre aproxi-
magao de fungbes continuas por polinomios. Neste artigo apresentamos uma
demonstragao desse teorema, proposta por Bernstein, ilustrando como a Teoria
das Probabilidades permite obter demonstragdes mais intuitivas em anéalise.

1. INTRODUGAO

Seja f :[0,1] — R uma fungao continua. A fungdo f pode ser muito mal com-
portada; por exemplo, pode nao ter derivada em ponto nenhum. Assim, para lidar
com fungoes continuas genéricas é muito util poder aproximé-las por fungoes mais
regulares. E nao podiamos pedir melhor que polinémios para fazer este trabalho.
Com esta ideia, Weierstrass, em 1885, demonstrou o seguinte resultado:

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Seja f :[0,1] — R uma fun¢éo continua e € > 0
um numero real. Entéo existe um polinémio p(z) de coeficientes reais tal que, para
cada z € [0, 1], temos |f(z) — p(z)| < e.

Este teorema é fundamental porque permite que muitas propriedades sobre fun-
¢Oes continuas sejam apenas verificadas para polinémios. Vejamos uma aplicagao
deste teorema.

Seja f :[0,1] — R uma fungdo continua. Vamos provar que

n— oo

(1) lim n/o "2 f(x)da = f(1).

Isto verifica-se imediatamente para monoémios, calculando directamente o integral.
Como o lado esquerdo é linear em f, temos que a propriedade é satisfeita para
qualquer polinémio. Finalmente, para uma funcao continua arbitraria, aplicando
o Teorema de Weierstrass encontramos, para cada € > 0, um polinémio g tal que
r(z) = g(z) — f(x) satisfaz |r(z)| < e para todo o = € [0,1]. Entdo para cada n
temos

1 1
n/ 2" 2g(z) dz fn/ "2 f(x) da
0 0

e assim, pondo n — oo obtemos

lim ’g(l) - n/l "2 f(x) da
0

n— oo

1 1
n/ 2" (z)da| < e- n/ 2" 2 dy
0 0

1
< lim E-?’L/ 2" dr <e.
0

n—oo

Como |g(1) — f(1)| < € e isto se verifica para todo o & > 0, demonstramos (1).
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O Teorema de Weierstrass é também importante em Mateméatica Aplicada, pois
permite aproximar valores de fungoes continuas por polindémios, que sao mais faceis
de armazenar na memoria de um computador e de calcular o valor em qualquer
ponto.

Em 1912, Bernstein encontrou outra demonstragao deste teorema, utilizando fer-
ramentas probabilisticas. Esta demonstracao nao s6 é mais simples que a original
de Weierstrass como tem a vantagem de permitir encontrar uma sucessao de poli-
némios que aproxima a funcao continua. E esta demonstracao que vou apresentar
neste artigo, tendo como objectivo principal demonstrar de forma quase elementar
este teorema fundamental em Anélise e como objectivo secundéario ilustrar o facto de
que argumentos probabilisticos sdo uma ferramenta poderosa em Anéalise moderna,
que produzem demonstragdes simples e intuitivas (depois de se estar familiarizado
com a linguagem das probabilidades).

Na Secgao 2 introduzo as nogoes de probabilidades que vou utilizar, pelo que o
leitor confortével com essa area pode saltar essa seccdo. Na Secgdo 3 apresento a
demonstracao do Teorema de Weierstrass encontrada por Bernstein. Na Secgao 4
exploro as diferentes generalizagoes deste teorema.

2. ALGUNS CONCEITOS EM PROBABILIDADES

O elemento basico da Teoria das Probabilidades é o espago amostral, chamemos-
lhe 2. Podemos pensar no espago amostral como o conjunto de todos os possiveis
estados do universo num certo tempo futuro (a defini¢ao rigorosa ¢ um pouco téc-
nica). Um subconjunto A C  é um acontecimento e tem associada uma certa
probabilidade, P(A). Por exemplo, se se atirar uma moeda ao ar pode sair cara ou
coroa. Assim, em metade dos estados de € sai cara e na outra metade sai coroa. E
claro que antes de langar a moeda nao sabemos o que vai sair, mas podemos consi-
derar o subconjunto A C ) de todos os estados futuros nos quais aquela particular
moeda saiu cara, e falar da probabilidade P(A) de sair cara.

Esta funcao P que atribui uma probabilidade a cada acontecimento tem de sa-
tisfazer certas propriedades intuitivas: P(2) = 1; para cada acontecimento A C 2
temos P(A) > 0; e se A e B sao acontecimentos disjuntos (também se podem cha-
mar incompativeis, por exemplo sair 2 no lancamento de um dado e sair 3 no mesmo
langamento) temos P(AU B) = P(A) + P(B).!

Uma varidvel aleatdria é uma funcao X : @ — R, por exemplo, o niamero de
caras em 10 langamentos de moedas equilibradas, que a cada estado w €  atribui
o nimero de caras naqueles particulares 10 lancamentos que ocorreram no estado
futuro w. Um ligeiro abuso de notagao muito 1til é escrever {X = x} para denotar
o conjunto {w € Q: X(w) =2} e P(X = z) para denotar P({X = z}).

Todas as variaveis aleatérias utilizadas neste artigo tém um ntmero finito de
valores possiveis (o conjunto X (€2) ¢é finito). Assim, expressdes como ), p P(X =
a) tém sentido e torna-se mais facil desenvolver a teoria. Quando lidamos com
variaveis aleatorias gerais, as defini¢bes sao tecnicamente mais elaboradas, mas as
ideias s@o as mesmas. Por exemplo, para um subconjunto A C R, a seguinte soma
faz sentido: ) ., P(X = a) = P(X € A). A igualdade verifica-se porque os
acontecimentos {X = a} sdo disjuntos dois a dois.

A distribui¢io de uma varidvel aleatéria é o conjunto de valores que ela pode
tomar, juntamente com as probabilidades associadas. Duas varidveis aleatérias
diferentes podem ter a mesma distribuicao. Por exemplo, o ntimero X de caras no
lancamento de 10 moedas e o niimero Y de coroas no langamento de 10 moedas sao

INa realidade estes sdo os axiomas de probabilidade finitamente aditiva, mas todos os espagos
neste artigo sao finitos, pelo que esta construcao é equivalente.
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variaveis aleatorias diferentes. No entanto, por simetria, é facil verificar que para
cada a € {0,1,...,10} temos P(X =a) =P(Y =a).

Dois acontecimentos A, B C  dizem-se independentes se a informagdo sobre a
ocorréncia de um nao altera a probabilidade de o outro ocorrer. Nao é dificil verificar
que este conceito pode ser traduzido matematicamente da seguinte maneira: os
acontecimentos A e B sdo independentes se P(AN B) = P(A) P(B). Por exemplo,
ao tirar uma carta ao acaso de um baralho de 40 cartas, os eventos “ser paus’ e
“ser rei” sao independentes. Da mesma forma, se X e Y sao varidveis aleatorias,
estas dizem-se independentes se qualquer informacgao sobre o valor de X nao altera
a distribuicao de Y. Rigorosamente, X e Y sao independentes se os acontecimentos
{X € A} e {Y € B} sdo independentes para quaisquer A, B C R. Por exemplo, ao
tirar uma carta ao acaso de um baralho de 40 cartas, as variaveis “naipe” e “ntiimero”
sao independentes.

Um medida muito 1til associada a uma variavel aleatoria X é a sua esperanca
(ou valor esperado) E[X], ou média. A defini¢ido deve ser intuitiva: se X é uma
variavel aleatoria que toma apenas um namero finito de valores diferentes, definimos
E[X] = > ,cra P(X = a). Repare-se que as parcelas s6 nao sao zero um ntimero
finito de vezes, pelo que a soma faz sentido. Por exemplo, se X é o nimero de
caras no langamento de duas moedas, E[X] = 0xP(X =0)+ 1 xP(X =1) +
2xP(X =2)=0.54+2x0.25=1. Uma propriedade fundamental da esperanga é
ser linear, ou seja, se X e Y sao variaveis aleatorias e a é um namero real, temos
E[X +Y] =E[X]+ E[Y] e E[aX] = a E[X].

Suponhamos que uma variavel aleatéria X : 2 — R é positiva e limitada, i.e.,
existe um M tal que P(0 < X < M) = 1. Entao, para cada ¢ € |0, M| temos

EX]=) aP(X=a)=) aP(X=0a)+» aP(X =a).

a€R a<e a>e

Na primeira soma temos a < ¢ e na segunda podemos assumir que a < M (porque
se a > M temos P(X = a) = 0). Assim, obtemos a estimativa

(2) E[X]<eP(X <e)+ MP(X >¢).
E facil ver que |z + y| < |z| + |y|, facto a que por vezes se chama desigualdade

triangular. Podemos generalizar este facto para somas finitas e, utilizando este
principio, obtemos, para qualquer variavel aleatoria X : Q — R,

[ElX] =

ZaP(X =a)

a€R

<> JaP(X =a)| =) |a| P(X = a) = B[ X]].

a€R a€R

Temos assim a desigualdade triangular para variaveis aleatérias: |E[X]| < E[|X]].
Finalmente, apresentamos a classica desigualdade de Markov. Nao a vamos
utilizar directamente, mas esta desigualdade facilita a prova da desigualdade de
Chebyshev. Seja X uma variavel aleatoria que s6 toma valores nao negativos. Seja
Y a variavel aleatéria definida por Y (w) = A se X(w) > X e Y (w) = 0 caso contra-
rio. Assim, claramente Y (w) < X(w) para todo o w € Q e portanto E[Y] < E[X].
Por outro lado, E[Y] = 0 x P(Y = 0) + A x P(Y = X) = AP(X > X), ou seja,
P(X > A) = E[Y]/\. Finalmente, concluimos que
E[X]

(3) P(X > ) < ==

Outra medida muito importante associada a uma variavel aleatéria é a sua va-
ridncia, que nos diz quao concentrada esta a variavel aleatoria em volta da sua



4 JOEL MOREIRA

esperanga. Ou seja, d4-nos uma nogao de quao grande é |X — E[X]|. Por ques-
tSes técnicas, a varidncia define-se utilizando o quadrado dessa variavel aleatoria?
e assim Var(X) = E[(X — E[X])?].

A variancia pode (e vai) ser usada para estimar a probabilidade de uma variavel
aleatoria estar perto da média, através da desigualdade de Chebyshev. Seja X uma
variavel aleatéria e seja Y = (X — E[X])?. Para cada A > 0, podemos aplicar a
desigualdade de Markov (3) a Y e ficamos com P(Y > \) < E[Y]/A. Definimos
§ = V/A e assim temos que os acontecimentos {Y > A} e {|X — E[X]| > ¢} s@o o
mesmo, logo tém a mesma probabilidade. Para além disso, E[Y] = Var(X). Pondo
tudo junto, temos a desigualdade de Chebyshev:

Var(X)

52

Para aplicar a desigualdade de Chebyshev, é necessario calcular a varidncia.
Sejam X e Y duas variaveis aleatorias. Ao contrario do que podiamos desejar,
nem sempre Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). Contudo, se as variaveis forem
independentes esta relacao é valida. Usando a defini¢ao e a linearidade da esperanga
temos Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. Quando X e
Y sao independentes temos:

EXY]=> aP(XY =a)= Y ayP(X =2)P(Y =y)

(4) P(|X —E[X]| >0) <

a€R z,yeR
=Y zP(X=2) Y yP(Y =y)=E[X]E[Y].
zE€R yeR

Aplicando as variaveis X — E[X] e Y — E[Y], que sdo também independentes,
concluimos que Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). Por outro lado, é claro pela
definicdo que, se a € um numero real e X uma variavel aleatoria, entdo Var(aX) =
a? Var(X).

3. DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS

A ideia geral da demonstragdo é construir, para cada = € [0,1], uma variavel
aleatoria S;, que tem uma grande probabilidade de estar muito perto de f(zx).
Entao a esperanca E[S,| também tem de estar perto de f(z). Se conseguirmos
construir S, de forma que E[S,] seja um polinémio em x, provamos o teorema. A
ideia crucial é que, se S, = f(B;) onde B, & uma variavel aleatéria que tem uma
grande probabilidade de estar muito perto de x, entdo S, vai estar perto de f(x),
e se E[B;] é um polinomio em z e os possiveis valores de B, nao dependem de
x, entdo E[S,] é também um polinémio em x. Temos no entanto de quantificar a
nogao de “estar muito perto”, para provarmos que o polinémio E[S,] est4 de facto
proximo de f no sentido do teorema de Weierstrass. Repare-se que, usando esta
estratégia, todo o trabalho est4 em construir as variaveis B,, que sao independentes
de f.

Chamamos a atencao para o facto de estarmos a lidar com variaveis aleatorias
que dependem de z, por exemplo, para cada parametro z € [0, 1] temos a variavel
aleatoria S, mas quando falamos de probabilidade, esperanga, etc., consideramos
x fixo e S, como uma funcao do espago amostral {2 para R. Nesse caso, a probabi-
lidade, esperanga, etc., serd um namero que depende de z (mas nao de w € Q).

Para cada x € [0,1] e k € N definimos a variavel aleatoria b, i, por P(by , = 1) =
7 e P(by =0) = 1— 1z, e assumimos que estas varidveis sdo todas independentes.?

2Assim, a variancia é o equivalente da norma L? da variavel aleatéria. A principal vantagem
em relacdo & norma L' é o produto interno, que torna L2 num espaco de Hilbert.

3Nio ¢ imediato que existe um espacgo amostral {2 e variaveis aleatoérias b, j, com as propriedades
pretendidas. No entanto, pode-se provar que conseguimos sempre encontrar variaveis aleatorias
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Repare-se que E[by k] = 0 x P(by, = 0) + 1 x P(by, = 1) = z. Agora, seja
Byg = 5 >jei boke Temos E[B,, ;] = 5 31 Elby ] = .

Poderiamos agora aplicar a lei dos grandes nimeros, que neste caso nos diz que,
para n suficientemente grande, B, , tem uma grande probabilidade de estar muito
perto de . No entanto, aplicando este resultado directamente temos que n depende
de z, e nos precisamos de encontrar algum n que funcione para todo o = € [0, 1],
ou seja, temos de provar que a convergéncia de B, , para x é uniforme.

A ideia é aplicar a desigualdade de Chebyshev. Para isso temos de calcular a
varidncia de B, ,. Comecamos com a variancia de b, ,:

Var(by n) = E[(bo,n — Elbe,n])?] = E[b2,, — 22bg 5 + 2]
=22 P(byy =0)+ (1 - 22+ 23)P(byn = 1)
=2?(1—2)+ (1 —2)*r =2(1 — ).

Como as variaveis aleatérias b, ,, s@o independentes, podemos calcular a varidncia
de B, directamente:

Var(B, Var( be k) ) ZVar(bxvn) = w
k=1

Repare-se que, para x € [0, 1], temos (1 —x) < 1, portanto Var(B, ,) < 1/n. Esta
estimativa ndo depende de z. Utilizando a desigualdade de Chebyshev (4) temos,

para cada ¢ > 0:

Var(B,,) 1
P(|Byn —a| > 6) < Y Ben)

62 ng?’
Assim, escolhendo N > 1/6% obtemos, para todo o n > N e todo o x € [0, 1]:
(5) P(|Byn — x| > 6) < 4.

Seja agora f a funcdo que estamos a tentar aproximar. Assumimos que f é
continua em [0,1]. Como [0,1] é um intervalo fechado e limitado, o teorema de
Heine—Borel diz-nos que f é uniformemente continua. Isto quer dizer que, para
cada ¢ > 0, existe um § > 0 tal que, para quaisquer pontos z,y € [0,1] a uma
distancia menor que ¢, temos | f(z) — f(y)| < €. Podemos ainda assumir que ¢ < ¢,
pois claramente diminuir o § nao destroi a condig¢ao pretendida. Podemos escrever
isto de outra forma: |f(z) — f(y)| > € = |z — y| > §. Juntando esta observagao
com a equagao (5) temos, para todo o n suficientemente grande,

P(f(Bun) — f()| > ) < P(Byp—a > 0) <6 <c.

Seja agora n tal que esta estimativa ¢ satisfeita e seja By = By, € Sy = f(Bg)
Temos que E[S,] é um polinémio:

1= 31 P = 1) = 2 1) () -

Agora so6 falta concluir que de facto E[S;] esta proximo de f.

Como f é uma funcdo continua no intervalo fechado [0,1], é limitada. Seja M
um majorante de |f(z)|. Assim P(|S, — f(z)| < 2M) = 1 e podemos aplicar a
estimativa (2) para obter

E[|S: = f(@)]] <eP(|S — f(2)] <€) +2M P(|S, — f(2)] > €) < e(1 +2M).
Assim, pela desigualdade triangular, concluimos finalmente que

[E[Sz] = f(2)| = [E[S: — f(@)]] <E[|Se — f(2)]] <e(1+2M).

independentes com qualquer distribuicido. E esse resultado que torna argumentos probabilisticos
tao flexiveis.



6 JOEL MOREIRA

A aproximacao a que chegamos nao foi bem &, mas conseguimos um polinémio que
esta a distancia e(1 + 2M) de f para todo o € > 0, o que é suficiente para deduzir
o teorema.

4. GENERALIZAGOES DO TEOREMA

Notemos que esta demonstracao da uma descrigao explicita dos polinémios que
aproximam f, nomeadamente os polinomios p,(x) = E[S;]. Temos

) = 61521 = 3 (1) - 41 (2)

=0

Estes polindémios sao chamados polindmios de Bernstein de f. Provamos que
|pn(x) — f(z)] < € para todo o = € [0,1] se n for suficientemente grande. Para
determinarmos qual o minimo n, precisamos de saber o maximo M de |f| e desco-
brir 0 < ¢ tal que, se |z —y| < J, entdo |f(z) — f(y)| < /(1 + 2M). Com esses
dados, qualquer n > §~2 satisfaz a condicdo desejada.

Este teorema é apenas um caso simples de um teorema mais geral. Algumas
generalizagoes intermédias obtém-se facilmente; por exemplo, nao é dificil verificar
que o teorema de Weierstrass se mantém valido para fungoes continuas definidas
em qualquer intervalo fechado e limitado de R, [a,b], através da homotetia x —
(x —a)/(b—a). Por outro lado, o que hé de especial sobre polindmios? Em 1937,
Stone propos uma generalizacao do Teorema de Weierstrass na qual, em vez de
polinémios, podemos aproximar fungoes continuas por outras algebras de fungoes.

Denotamos por C(X) o conjunto de fung¢oes continuas sobre o conjunto X. Um
subconjunto A C C(X) é uma dlgebra se for um espago vectorial (fechado para a
soma e multiplicagdo por escalares) que é ainda fechado para o produto (ou seja,
se f,g € A, entdo f-g € A). Se alguma fungdo constante ndo nula pertencer a
A, todas as constantes estao em A (por multiplicagdo por escalares) e diz-se que
A contém constantes. Se para cada par de pontos distintos z,y € X existir uma
funcao f € A tal que f(z) # f(y), dizemos que A separa os pontos de X. Nao é
dificil verificar que o conjunto dos polinémios em [0, 1] é uma algebra que contém
constantes e separa os pontos de [0, 1].

Na generalizacao do teorema de Weierstrass proposta por Stone podemos subs-
tituir os polinémios por qualquer algebra que contenha constantes e separe pontos.
Para além disso, em vez de intervalos fechados em R, contempla qualquer espago
de Hausdorff compacto (por exemplo, conjuntos fechados e limitados em R% ou em
C9).

Se X é um espago de Hausdorff compacto e A C C(X) uma algebra de fungoes
que contém constantes e separa pontos, entdo para toda a funcao f € C(X) e todo o
€ > 0 existe uma fungao g € A tal que, para todo o z € X, temos |f(z) — g(z)| < e.

E esta generalizacdo que ¢ mais utilizada em Matematica Pura, com aplicacoes
por exemplo em Anélise Harmonica em grupos abelianos compactos, ao garantir
que a algebra gerada pelos caracteres é uniformemente densa no espago das func¢oes
continuas.
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