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•  Applies	  in	  natural	  way	  to	  higher	  dimensional	  Gaussians	  

•  Model:	  

•  Parameters:	  

•  Likelihood:	  
	  

	  

MulAvariate	  GMM	  



•  Problem	  1	  –	  SingulariAes	  
•  Can	  maximize	  the	  likelihood	  (i.e.	  make	  it	  ∞)	  

with	  1	  class	  per	  observaAon	  with	  zero	  variance!	  
•  Good	  implementaAons	  will	  avoid	  this	  

•  Problem	  2	  –	  What	  k?	  
•  InformaAon-‐theoreAc	  criterion	  to	  avoid	  ML’s	  over-‐fiUng	  

•  Akaike	  InformaAon	  Criterion	  (AIC)	  
•  opAmised	  log	  likelihood	  	  -‐	  M,	  

M	  =	  number	  of	  esAmated	  parameters	  
•  Bayesian	  InformaAon	  Criterion	  (BIC)	  

•  opAmised	  log	  likelihood	  	  -‐	  M	  ln(N)	  /	  2,	  
N	  =	  number	  of	  observaAons	  

MulAvariate	  GMM:	  PracAcaliAes	  
	  



AIC	  vs	  BIC	  
	  •  Both	  are	  based	  on	  asymptoAc	  approximaAons	  

•  AIC	  
–  ApproximaAon	  based	  on	  relaAve	  distance	  between	  the	  true	  
and	  fi[ed	  likelihood	  funcAon	  

– MoAvated	  by	  over-‐all	  accuracy	  of	  the	  distribuAon	  
•  BIC	  

–  ApproximaAon	  based	  on	  posterior	  probability	  of	  a	  given	  
model	  being	  the	  “true”	  model	  

– MoAvated	  by	  geUng	  the	  “right”	  model	  order	  
•  AIC	  tends	  to	  pick	  bigger	  models,	  BIC	  smaller	  models	  

–  BIC	  soluAons	  may	  be	  easier	  to	  interpret;	  AIC	  maybe	  more	  
accurate	  for	  predicAon	  

•  PracAcal	  warning	  
– Many	  authors	  (&	  Matlab)	  define	  them	  as	  “smaller	  be[er”	  

•  AIC	  = - log l(θ;x) + M	

•  BIC	  = - log l(θ;x) + M ln(N) / 2	




PCA	  Reminder	  (1)	  
•  For	  d	  ×	  n	  data	  matrix	  X,	  PCA	  finds	  U	  such	  that	  

	  Y = U’ X ���
has	  maximal	  variance	  

•  U	  is	  a	  set	  m	  of	  length-‐d	  column	  vectors	  
–  U = (u1, u2, …, um)	  
–  m	  =	  min(d,n-‐1)	  

•  Matlab	  will	  give	  you	  more	  than	  m,	  but	  they	  correspond	  to	  zero	  
eigenvalues	  

•  Moreover,	  the	  first	  d*	  ≤	  m	  of	  U	  give	  the	  maximal-‐
variance	  d*-‐dimensional	  
	  	  	  	  	  Y* = U*’ X	  

•  U* = (u1, u2, …, ud*)	

•  In	  Matlabese…	  	  Ustar	  =	  U(:,1:dstar)	  



PCA	  Reminder	  (2)	  

•  To	  move	  back	  from	  ‘reduced’	  d*-‐dimensional	  
space	  to	  full	  d-‐dim	  space,	  premulAply	  by	  U	

– E.g.	  if	  GMM	  finds	  a	  d*-‐dimensional	  mean	  μk	  	  	  
	  	  	  	  	  	  U* μk���
is	  the	  d-‐dimensional	  representaAon	  of	  that	  mean	  	  



“ClassificaAon”	  with	  GMM	  

•  Once	  a	  GMM	  is	  fit,	  each	  observaAons	  can	  be	  
assigned	  to	  the	  class	  that	  is	  most	  likley	  to	  have	  
generated	  it	  
– Precisely,	  it	  is	  the	  class	  that	  maximizes	  the	  
posterior	  probability	  of	  class	  k	  given	  x…	  

– That	  is,	  it	  is	  not	  the	  class	  k	  that	  minimizes	  the	  
Mahalanobis	  distance	  between	  x	  &	  μk!	  

–  It	  is	  the	  class	  that	  maximizes	  
•  The	  joint	  likelihood	  of	  X	  &	  latent	  class	  variable	  Z	


N (x|µk,Σk)πk

P (Z = k|X = x) ∝ p(x|Z = k) p(Z = k) = N (x|µk,Σk)πk



Lab	  “SoluAons”	  



PCA	  Eigenspectrum	  
	  

•  Some	  digits	  need	  a	  lot	  more	  components	  
to	  represent	  the	  variaAon	  well	  
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AIC	  vs	  BIC	  for	  selecAon	  of	  K	  
	  

•  BIC	  almost	  always	  picks	  K=2	  
•  But	  visually	  that	  isn’t	  a	  good	  choice	  

•  But	  AIC	  generally	  demands	  12	  or	  more	  
•  It	  could	  be	  right!	  
•  There	  are	  lots	  of	  ways	  to	  write!	  



Finally…	  compare	  to	  eigenvectors	  from	  PCA…	  
GMM	  μk’s	  much	  more	  interpretable!	  


