
� ������ ����� ����� ����� �������� ��� ������
���� �����

��� ���������� �������� ���������

��� ��� �� �� ������� �������������� ���� ��� ��������� ������������ π ����
������� ���� ����� ���� �������� �����������

��� ������������������� ��������� ���� � �������� ������������ Q(x, dy) ��
������ � ������ ����� ������ PMH ���� ���� ��� ������ ����� �� ���������� ����
������� �� π,

π(x)PMH(x, dy) = π(y).

�� ������������� π �� ���������� ���� ������� �� PMH �

ˆ

π(x)PMH(x, dy)dx = π(dy).

�������� �� x� ��� ������������������� ��������� �� ���

• �������� � ������ Y ∼ Q(x, dy)�

• �� Y = y� ���� �� y ���� �����������

α = min

�
1,

π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)

�
.

������ �������� ������������� ����

• ��� ������������ ������� �Q(x, dy) ���� ��� ������ �� x� �� ����������
��������� ��� �������������

• ��� ������ ���� ������� �Q(x, dy) �� � ���� �� � ������ ���� �� x�������
���� N(x,σ2)��

• ��� ����� ������� �� � ������� ���� �� ��� ������������������� ����������
������ π �� � ������������ �� Rd� ���� ��� �� ��� d ���������� ����� ���
��������� �� �������� ���� ������ � ��� ����� ��� ���� ����������� ����
��� ������������ π����������� �� ��� ��� ����� d − 1 ����������� �������
��� ����� ��� ��� ����� ������� α �� ������ �� �� ��� ����� ���� ��
��������� α� ��� ����� ��� ���������

������ ����� �����������

��� ��������������� �������� ������� ��� ����������� �������� µ ��� ν �� Rd

��

• �µ− ν�TV = supA⊂Rd |µ(A)− ν(A)| = 1
2 �µ− ν�L1

�

• ��� ����������� X = Y ���� X ∼ µ,Y ∼ ν� ��� (X,Y ) ����� �� ����
����� ����������� ����� ������ �� �������� ��� ����������� X = Y � ����
��� ������� �������� �� µ ��� ν�

��



����� � ������ ����� ������ P ���� ����������� ������������ π� �� ���� �� ���
n = n(�) ���� ���� ��� �������� �������� ������ x ∈ X �X �� ��� ����� ������ ����
Rd��

�xPn − π�TV ≤ �.

���������� � ������ ����� �� φ������������ �� ����� ������ � �������� σ�
����� ������� φ ���� ���� ��� ��� A ⊂ X ���� φ(A) > 0� ��� ��� ��� x ∈ X � �����
�� � �������� ������� n = n(x,A) ���� ���� Pn(x,A) > 0�

���������� � ������ ����� �� ��������� �� ��� ������ ��������� X ����
k ≥ 2 ������� A1, . . . , Ak ���� ���� ��� ����� ������ �����

A1 → A2, A2 → A3, . . . , Ak−1 → Ak, Ak → A1.

�������� �� � ������ ����� �� � ����� ����� ���� � ��������� ��������� σ�
������� �� φ������������ ��� ���������� ��� ��� � ���������� ������������ π, ����
��� π������� ����� x ∈ X �

lim
n→∞

�Pn(x, ·)− π(·)�TV = 0.

��������� ������ ������ � ��� C �� ����� �� ����� ������ � �������� �������
n0� ��� � �������� �� ��� � ����������� ������� ν(·) �� X ���� ���� ��� ���������
������������ ��������� ������

Pn0(x,A) ≥ �ν(A), ∀x ∈ C, ∀ ���������� A ⊂ X .

������� �������� ������������ ������� � ������ ����� ����� ����� X
�� � ����� ��� ����� C = X �� ��� ��������� ������� ���� ��� ����� �� ���������
�������� ���� ��� ���� ����� M ��� ���� ρ < 1� ��� ����� x ∈ X �

�Pn(x, ·)− π(·)�TV ≤ Mρn.

��������� ������ ����������� � ������ ����� ���� ������ P �������� �
����� ��������� ����� ������� �� � ��� C� �� ����� �� � �������� b > 0 � � ��������
λ ∈ (0, 1)� ��� � �������� V : X → [1,∞] ���� ����

PV ≤ λV + b1C

����

∀x ∈ X ,

ˆ

V (y)P (x, dy)dx ≤ λV (x) + b1c(x).

������� ���������� ������������ ������� � φ������������� ���������
������ ����� ���� ���������� ������������ π ��� � ����� ��� C� ��� � �����
��������� ��� C� ���� ��� ����� �� ������������� �������� ���� ����� �� � ρ < 1�
��� π������� ����� x ∈ X �

�xPn − π�TV ≤ M(x)ρn, M(x) < ∞.

��



���������

��� ��� ��������� ���� ������ � �� � ���� �������� ��

�� ��� �������� ��� ���������� �������� ��������� ��� ������ ������������
π = Uniform(0, 100) ��� �������� ������������ ����� ��� ����� �� �� �
����� x� �� Uniform(x − 1, x + 1)� ������ ���� ���� ���� ������� ����
��� ����� �� ��������� ��������

�� �������� ��� ���������� �������� ��������� ��� ������ ������������ π =
Normal(0, 1002) ��� �������� ����������������� ��� ����� �� �� � �����
x� �� Uniform(x − 1, x + 1)� ������ ���� ���� ���� ������� ���� ���
����� �� ������������� ��������

�� ������ �������� �������� ���� ��� �������� ��� �������� �� ��������������
���� ��� �� ��� ��� ���� �� �� �����

• �������������� ��� ����������� ���� �� ���� ������ ��� ���� ���
������ �������

• ������������ ����� �� � ���� ��� ��� ����� ��� �� �� �� ���� �������
�������� ��� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ��������� ������������
���� � ���� ������ �� ��������� �� ���� ���� ���� ��� �� ���� ����� ���
��� ����� �� ������� �� �������

• ����������� ����� �� ��� ���� ��� ��� ���� ��� �� ��� ����� ������
�� ������ � � ��������� ����� ����������� ����� ��� ���������� ���
����� �� �� ������������� ��� ������ �������� �� ���������� �������
������ ��� ���� ����� ���������

• ����������� ���� ��������������������� �� ������� �������� � ����
���� ������ ���� ������ ���� � ����������� ���� ��� �� �����������
�������� ���� �� �����������

��� ��� ��������� ���� �� ��� ������� ��� ��� ���� ��������

��� ��� ������� ������ ������ ������ ��� ������� ���� X1, . . . , XN

������� ���� � ������� ������������ ���� �������� ����������

X1, . . . , XM ∼ Poisson(λ1), XM+1, . . . , XN ∼ Poisson(λ2)

���� ����� ������� ����� λ1,λ2,M ���

λ1 ∼ Gamma(α1, β 1), λ ∼ Gamma(α2, β 2), M ∼ Uniform{1, 2, . . . , N−1}.

���� ��������� ������ �� π ���

π(λ1 | x,λ2,M) = Gamma

�
α+

M�

i=1

xi, β i +M

�
,

π(λ2 | x,λ1,M) = Gamma

�
α+

N�

i=M+1

xi, β i +N −M

�
,

��



π(M | x,λ1,λ2) ∝ exp(M(λ2 − λ1))λ
�M

i=1 xi

1 λ
�N

i=M+1 xi

2 .

��� � ����� ������� �� �������� λ1,λ2 ��� M �

��� ����� � ������ ���� �� (λ1,λ2,M)������ ��� ��� ���� ������� ��
��� ����� ��������

�� ��� ������ �������� �������� ���� ��� �������� ������ ������� ��� � ����
������������ ���� ���� �� �������� ���� ��������
��� ���������� �� �������������� ��� ���������� ������� ������� ����
��������� ���� ���� ���������� �� � ���� �� ����� ���� ������� ��� ����
������� �� �������������� ��� ���������� ������� ������� �����������
���������� ������� ��� ����� �������� ��� ��� ���� ���� �����
�� ���� ��� ���� ����� ������ ���� �� ��������� ��� ���� ��� ��� �����
�� ������������ ��� ���� ������� ���� ������ � ������ �� ������ ���
����� ������ ��������� ��� �������� ��������� �� ��� �������� ������ ���
���� ���

� � � � � �

��������� ���� ������� �� � ��� � ����� �� ������ ������� ������� �� � ���
� ����� 2�� ���� ������� � ��� � ������� ���� ��� ���� ������ �� ���� ����
��� � ���� �� ������ ��� ������ ��� ������� ����� ��� ����� ��� ������� ���
�� ������ �� ���������� ��� ����� �� �������� �� �� ���������� ���� ����
� �������� �� � ��� �� ��� ��� �����
��� ������� ���� ���� ������ ��� � ����� ����� (skill(i) : i = 1, . . . , 6)� ��
������� a�b ��� c ������� ���� ������� d� e ��� f ���� ��� �����������
���� a� b ��� c ��� ��

σ(2skill(a)+skill(b)++skill(c)−2skill(d)−skill(e)−skill(f)), σ(x) =
1

1 + exp(−x)
.

��� �������� σ �� ������ � ������� �������� ��� ����� ���������� ���� ����
σ(x) + σ(−x) = 1� ��� ��������� �� ���������� ��� ����� �� ��� ���� ������
�� ���� ���� ���� ������� ����� ������� �� ������ ����� ���� �� ����
����������

��� ���� ����� ������ �� ���� ��� ������� ������ ��� ����������� ��� ����
�������� ��������� �� ��� ������ ������������ ���� ���� � ��� �����
���� 22� ��������� ��� ��������� ������������ �� � �������� �� �����
��� ���������

��� ��� ����������� ���������� �������� ���� �� ������ ���� ���
��������� ������������� ���� ��� ������ ��� ����� ���� ���� ���������
�� ���������� ����������� ��� ��� ����������� �� ����� ������� ��
����� ������
��� ���� ������� ��� 106samples� ��� ��� ��� � ������ �� ��� ����
����� ��� ���� n �������� �� ��� ��� ���� ���� �� ������ �� ��� �
������������ ��������� �������������

��


