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��� � d × d ����� ���������� ������ ������ A �� ���� n ≤ d� ��� ������
������������� ��� �� �������

A = UΣUT
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• A ��� ���� ����������� λ1 ≥ · · · ≥ λn� d− n �� ��� λi ��� ������

• Σ �� � �������� ������� ��� �������� �������� �� Σ ����� ��� �����������
�� A� 



λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
� � � 0

0 0 0 λd




• ��� ������� �� U ��� u1, . . . ud ∈ Rd×1�

• ��� ui ��� ��� ������������ �� A� Aui = λiui�

• ��� ui ���� �� ����������� ����� ��� Rd� uT
i uj = δi,j � U

TU = UUT = Id�

��� �������� ����� �������������

• ������� ��� ���� � ���� m× n ������ A�

• ATA �� �� n× n ������ ���� ������������ ������������

(ATA)v = λv =⇒ vTATAv = λvT v = λ �v�22 ≥ 0 =⇒ λ ≥ 0.

• ��� �������� ������ �� A ��� ��� ������ ����� �� ��� ����������� �� ATA
��� AAT �

• �������������

A = UΣV T =

min{m,n}�

i=1

Σi,iuiv
T
i

�����

� U �� �� m×m ���������� ������ �������� ui� ui · uj = δi,j��

� V �� �� n× n ���������� ������ �������� ui� ui · uj = δi,j�� ���

� Σ = (Σi,j) �� � �������� ������ �� ��� �������������� �������� ������
�� A� �� ���������� ����� ����� ��� �� ������

� ��� ui ��� ��� ������������� ������� �� A

��



� ��� vi ��� ��� �������������� ������� �� A

• ��� ������������� ������ �������

• ��� ������������� ������� �� A ��� ��� ������������ �� AAT �

• ��� �������������� ������� �� A ��� ��� ������������ �� ATA

• ��� �������� ����������� �� AAT ��� ATA ��� ��� ��� ������ ���������
������ �� A

AAT = UΣ2UT

ATA = V Σ2V T

��� ��� �������� Σ �� ������ ���� �� ������� ���� ����� �� �����������

• ��� svd ������� ������� �� ���������� ������� �� ��� ����

� U �� �������� �� �� m×min{m,n} �������
� Σ �� �������� �� � ������ d �� ������ min{m,n}� ���
� V �� �������� �� � n×min{m,n} �������
� ��� ���� ��� �������� �� ��� ��������������� ������� �� U ��� V
���� ���� ������� ���� ��� �� �� ����� ��� ���� ����

A = UΣV T =

min{m,n}�

i=1

σi,iuiv
T
i ,

����� Σ = diag(d)�

� ���� ���������� ���{m,n}×���{m,n}2 =���{m2n,mn2}
� ��� ��� ��������� ��� ���� ���������� ����� �� ��� ��� ���� �������
���� ��� ���� ����

��� ���

• ���� ��� ����������� ���� ��������

• �� ������� ��� �������� �� ��� ����

• ������� �� �������� ��������� ��� ������ ����������

• ��������� ���� �� ������������ ��������

• n× d ���� ������ X � �������� �������� ���� ���� ����� ��� ��������
������ �������� ���� ���� ����� n ������������ �� Rd�

• ��� ������ ���������� ��� ���� n � d� ��� ��������� ��� ���� ���� ���
���������

��



• ��� �������� �� X �� 1
n

�d
i,j=1(X

TX)i,j =
1
n

�n
i,j=1(XXT )i,j �

• �� ��� X = UΣV T � U �� n× n ������ ��� V � d× d ������� ��

XXT=(UΣV T )(UΣV T )T = (UΣV T )(V ΣUT ) = UΣ2UT

���

XTX = (UΣV T )T (UΣV T ) = (V ΣUT )(UΣV T ) = V Σ2V T .

• ��� ��� ���� ������ v =
�d

i=1 αivi ∈ Rd×1 �vi ��� ������� �� ��
�d

i=1 α
2
i =

1�� ���(Xv) = (Xv)T (Xv) = vTV Σ2V T v =
�d

i=1 α
2
iΣ

2
i,i�

• �������� � ������ �� ����� �� Rd ���� ��� ������ ����� �� v1, . . . vd� ���
��������� v1 ����������� �� ��� ��������� ���� ��������� ��� �������� ��
X� vi ����������� �� ��� ��������� �� X� ������� ��� ���������� ����������
�� v1, . . . vi−1� ���� ��������� ��� �������� �� X�

• ��� ���������� �� ��� �������� �������� �� ��� ���� k ��������� ������
����� ��

�k
i=1 Σ

2
i,i/

�min{n,d}
i=1 Σ2

i,i�

• XV = (UΣV T )V = UΣ �� � n×min{n, d� ������� ���� �� X �����������
���� ��� ������

• ����� ���� �� ���� ����������� ����� �� ���� ���������� ���������
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��� ����� �������������� �� ��� ����� �� p$center� ��� ����

��



��� ��� ��� ��� ��������� ���������� p$sdev �� A ������� �� ��� ������
������ �� ����� eigen(Sigma)$values� ����

��� ����� ������������� ��������� �� ��� ������������ ������������� ��
��� ���� �� p$x� ��� �� var(p$x) ������� �� Sigma�

��� ��� ��� prcomp(A, scale = T)$sdev ������� �� Sigma� ������ ����
����� ��� ������������ ������������� �� ��� ���� �� scale(A)��

�� ����������������������������� �������� � ������ � ��� � ������ �� ����
��� �� � �������� ������������ ������� �� ����� ������� ������ ������� ���
������� ��� ������ � ��������� ��� ������� ��������� ������������

��� ����� �� ��� ������� �� � �� ���� ������ ���������� ���� ��

��� ��� �������������������� ����� �� ��� ������� �� ��� �� ����
������ ���������� ���� �� ��� lm(y ∼ p$x[, 1] + p$x[, 2]) �� ��� �
������ ����������� �� ��� ���� ��� ��������� ��������� �� � ���� ��
�������� ���������� ���� ��

�� ��� �������� ���� �������������������������������������������������
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����� ��� ��� ��� ������� �� ��� �������� �� ������ ��� ��� ��� � �������
������� �� ��� ��� ������� ���� ��� ������� ������������������������ ��
��������

��� ������� � ���� � ������� ������ � �������� ��� ��� ���� ���� ������
�������� � ������� ���� �� ��������������� ��������������� ���������������
�������������� ����� �������� � ������ �� ���� ������� ��� �����������

��� ��� ��� ��� ��������� ���������� �� � ���������� �� �� ���� � ����
��� ����������� �� ��� ���� ��� ��������� ���������� ���� �� ������
�������� ���������� ���� ��
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