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Introducción

En este trabajo estudiamos algunas propiedades de variedades equipadas con una

métrica mixta, es decir, que vaŕıa de signatura. Estos objetos aparecen naturalmente

al considerar inmersiones M ↪→ (M, g) en un ambiente semi-Riemanniano, aqúı la

métrica inducida puede degenerar en algunos puntos. Nos centramos espećıficamente

cuando (M, g) es el espacio de Minkowski.

En el Caṕıtulo 1, a manera de preámbulo, repasamos brevemente la teoŕıa clásica

cuando la métrica inducida es semi-Riemanniana, el punto de partida en este caso

es la descomposición suave TM = TM ⊕ TM⊥. Este caṕıtulo está basado en [1].

Para variedades mixtas la suma directa no es válida en todo M , pues en los

puntos donde la métrica degenera los espacios TpM y TpM
⊥ no son transversales,

de hecho, por propiedades del espacio de Minkowski, se intersecan en un subespacio

de dimensión 1. En particular, las proyecciones tangente y normal no están bien

definidas, pero se puede sortear esta dificultad dualizando estas nociones.

Empezamos el Caṕıtulo 2 estudiando la geometŕıa intŕınseca de las variedades

mixtas. Bajo ciertas hipótesis se demuestra (Proposición 9) que los puntos donde la

métrica degenera forman una subvariedad de codimensión 1 llamada Locus de dege-

neración, que divide a M en regiones abiertas Riemannianas o Lorentzianas. Luego,

usando la conexión dual de Levi-Civita, vemos cuáles son las restricciones para poder

extender o no los conceptos clásicos de conexión y transporte paralelo a toda la va-

riedad (Teoremas 11 y 12). Utilizamos los resultados obtenidos para caracterizar,

en términos de distribuciones paralelas, a las variedades mixtas que son localmente

productos (Teorema 13).
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INTRODUCCIÓN

En la segunda parte de este caṕıtulo generalizamos la segunda forma fundamental

para subvariedades mixtas y obtenemos un criterio para poder extenderla, resulta

ser el mismo para extender la conexión, lo cual es de esperarse dada la relación

∇ = ∇+ II.

Nos concentramos en un caso especial, el análogo mixto de ser totalmente

geodésico, donde muchos de los conceptos clásicos se pueden extender y demostramos

una versión de la ecuación de Gauss para este caso.

Toda la Sección 2.1 está basada en los art́ıculos de Kossowski, Pelletier y Steller.

Las definiciones y nociones básicas aparecen en [3], mientras que los Teoremas de

extensión son principalmente de [4], con algunas intersecciones con [5] y [6]. Por

otro lado, la Sección 2.2 es un aporte del autor para ayudar a entender la geometŕıa

extŕınseca de las subvariedades del espacio de Minkowski.

Finalmente, en el Apéndice damos definiciones y resultados de álgebra lineal sobre

productos bilineales y simétricos que explican el comportamiento de la métrica en

cada plano tangente, sea degenerada o no. Nos interesa, especialmente, caracterizar

a los subespacios del espacio de Minkowski que son de tipo luz o tiempo.
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Caṕıtulo 1

Subvariedades Semi-Riemannianas

Empezamos con un repaso de la teoŕıa clásica de subvariedades para establecer

la notación y también para recordar algunas técnicas y resultados que usaremos más

adelante.

A lo largo de esta sección (M, g) será una variedad semi-Riemanniana y M ⊂M

una subvariedad suave. Se dice que M ⊂ M es semi-Riemanniana si el pull-back de

la métrica de M bajo la inclusión, g := i∗g, es un tensor métrico en M (bilineal,

simétrico y no degenerado), de otra manera se dice que M ⊂M es mixta.

Usamos la barra para denotar objetos de M , aśı ∇, R y X(M) representan la

conexión de Levi-Civita, el tensor de curvatura de M y el espacio de campos vec-

toriales sobre M , respectivamente; mientras que ∇, R y X(M) son los objetos co-

rrespondientes en M . Veremos como en el caso semi-Riemanniano las proyecciones

tangente y normal dan lugar a la conexión de Levi Civita de M y a la segunda forma

fundamental, empezando aśı el estudio de las propiedades geométricas de M ⊂ M ,

por ejemplo, la ecuación de Gauss relaciona los tensores de curvatura con la segunda

forma fundamental.

Denotaremos por X(M) al espacio de los campos vectoriales sobre M ⊂ M y

C∞(M) al espacio de las funciones suaves en M con valores reales. Aśı mismo, X(M)⊥

es el espacio de los campos vectoriales sobre M ⊂M que son normales a M .
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CAPÍTULO 1. SUBVARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

En caso de que g = g|TpM sea no degenerada se tiene la siguiente descomposición:

TpM = TpM ⊕ TpM⊥

v = tan v + nor v

Las funciones tan : TpM −→ TpM y nor : TpM −→ TpM
⊥ son lineales y para M ⊂

M semi-Riemanniana se obtienen las correspondientes funciones tan : X(M) −→

X(M) y nor : X(M) −→ X(M)⊥ que son C∞(M)−lineales.

DEFINICIÓN 1. Dados V ∈ X(M) y X ∈ X(M) aunque la expresión ∇VX

todav́ıa no tiene sentido, la podemos definir como ∇VX := ∇VX dónde V y X son

extensiones locales de V y X a U ⊂M abierto.

Calculando la expresión de ∇VX en un sistema local de coordenadas se observa

que ∇VX no depende de las extensiones y pertenece a X(M) (cf. [1] pp. 99). Además

∇VW hereda las propiedades de la conexión de Levi-Civita de M :

PROPOSICIÓN 2. Para V,W ∈ X(M), X, Y ∈ X(M) y f ∈ C∞(M) se tiene:

1) ∇VX es C∞(M)−lineal en V y R−lineal en X.

2) ∇V (fX) = V (f)X +∇VX

3) [V,W ] = ∇VW −∇WV

4) V 〈X, Y 〉 = 〈∇VX, Y 〉+ 〈X,∇V Y 〉

Para M ⊂M semi-Riemanniana y V,W ∈ X(M) se tiene que tan ∇VW satisface

propiedades análogas a 1), 2), 3) y 4) y por la unicidad de la conexión de Levi-Civita

debe coincidir con la de M . Por otra parte II(V,W ) := nor∇VW es llamada la

segunda forma fundamental de M ⊂M y resulta ser un tensor simétrico1.

1Estrictamente hablando II : X(M) × X(M) −→ X(M)⊥ no es un tensor ya que toma valores

en el haz normal, pero śı es C∞(M)−lineal por lo que se puede tratar como tal.
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CAPÍTULO 1. SUBVARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Una vez que tenemos la relación ∇ = tan ∇ podemos obtener una fórmula para

comparar los tensores de curvatura de M y M .

TEOREMA 3. (Ecuación de Gauss) Sea M ⊂ M semi-Riemanniana, entonces

para V,W,X, Y ∈ X(M) se cumple

〈RVWX, Y 〉 = 〈RVWX, Y 〉+ 〈II(V,X), II(W,Y )〉 − 〈II(V, Y ), II(W,X)〉

Demostración. Como se trata de una identidad tensorial, basta probarla pun-

tualmente para V,W ∈ TpM y entonces sin pérdida de generalidad, podemos

tomarnos sus extensiones locales tales que cumplan [V,W ] = 0, entonces 〈RVWX, Y 〉 =

〈∇W∇VX, Y 〉 − 〈∇V∇WX, Y 〉, para el primer sumando se tiene

〈∇W∇VX, Y 〉 = 〈∇W (∇VX + II(V,X)), Y 〉

= 〈tan(∇W∇VX), Y 〉+ 〈∇W II(V,X), Y 〉

= 〈∇W∇VX, Y 〉+W 〈II(V,X), Y 〉 − 〈II(V,X),∇WY 〉

= 〈∇W∇VX, Y 〉 − 〈II(V,X), II(W,Y )〉

De manera análoga se obtiene 〈∇V∇WX, Y 〉 = 〈∇V∇WX, Y 〉−〈II(W,X), II(V, Y )〉

y de estas dos ecuaciones se sigue el resultado.�

De este resultado se obtiene inmediatamente una fórmula que relaciona las curvaturas

seccionales de M y M :

COROLARIO 4.

K(v, w) = K(v, w) +
〈II(v, v), II(w,w)〉 − 〈II(v, w), II(v, w)〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2
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Caṕıtulo 2

Subvariedades Mixtas

Nos concentramos ahora en el tema principal de la tesina: Subvariedades mixtas

del espacio de Minkowski. En este caṕıtulo veremos bajo qué condiciones los concep-

tos semi-Riemannianos de conexión y transporte paralelo se pueden extender a todo

M , mucha de la notación empleada es la misma que en [3], también se retoman y ge-

neralizan resultados de [4]. Damos algunos ejemplos de variedades mixtas y cerramos

con una introducción al estudio de la geometŕıa extŕınseca de M ⊂ Rk
1.

Para (Mn, g) mixta, al lugar geométrico de los puntos donde la métrica degenera

se le llama Locus de Degeneración y se denota por LD. Sea Radp := TpM ∩TpM⊥ =

{v ∈ TpM |〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ TpM}, el subespacio de TpM donde la métrica

degenera. Notamos que LD = {p ∈ M |Radp 6= {0}}, además, dim Radp ≤ 1, esto

se debe a que en Rk
1 no existen dos vectores tipo luz, ortogonales y linealmente

independientes (Proposición 20). De aqúı que gp es de rango n − 1 o n según si

p ∈ LD o no.

2.1. Propiedades básicas

Para entender la geometŕıa de las variedades mixtas necesitamos la versión dual

de la conexión de Levi-Civita, que toma valores en 1-formas en lugar de campos

vectoriales. Cuando g es no degenerada ambos objetos contienen la misma informa-
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

ción v́ıa el isomorfismo inducido por la métrica, en otro caso ∇ ni siquiera está bien

definida, mientras que � es suave en todo M :

DEFINICIÓN 5. La conexión dual de Levi-Civita en (M, g) es la aplicación

� : X(M)× X(M) −→
∧1(M), definida por la fórmula de Koszul:

2�XY (Z) = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 − 〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉

Sabemos de la teoŕıa clásica que � está bien definida en todo M , coincide con

la conexión de Levi Civita fuera de LD en el sentido que �XY (Z) = 〈∇XY, Z〉 y

cumple:

1) �XY (Z) es C∞(M)−lineal en X y Z y R−lineal en Y .

2) �X(fY )(Z) = X(f)〈Y, Z〉+ f�XY (Z)

3) 〈[X, Y ], Z〉 = �XY (Z)−�YX(Z)

4) X〈Y, Z〉 = �XY (Z) + �XZ(Y )

DEFINICIÓN 6. Para p ∈ LD y X, Y ∈ TpM , R ∈ Radp definimos

II(X, Y,R) := �XY (R)

donde X,Y ,R ∈ X(U) son extensiones locales de X, Y y R a un abierto U ⊂M .

Recordemos que �XY (R) sólo depende de X, R y los valores que toma Y sobre

una curva que realiza a X, pero al restringir la tercera entrada a Rad se logra eliminar

esta última dependencia, como vemos en la siguiente:

PROPOSICIÓN 7. II está bien definido y es simétrico en X y Y .

Demostración. Es inmediato que no depende de las extensiones de X y R ya

que es C∞(M)−lineal en esas entradas. Basta checar lo mismo para Y : vemos que

II(X, fY,R) = �X(fY )(R) = X(f)〈Y ,R〉+f�XY (R) = f�XY (R) = fII(X, Y,R)

pues 〈Y,R〉p = 0 en LD.
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

Para la simetŕıa: �XY (R)−�YX(R) = 〈[X,Y ], R〉p = 0 en LD. �

De hecho II resulta ser un fragmento de la segunda forma fundamental en el

siguiente sentido: Si denotamos a la segunda forma fundamental clásica de M ⊂ Rk
1

como MII (que sólo está bien definida en M \LD) y ∇ a la conexión de Levi-Civita

de Rk
1, entonces para X, Y ∈ X(M) y Z ∈ X(M)⊥ se cumple:

〈∇XY, Z〉 = 〈MII(X, Y ), Z〉

Pero por otro lado, la fórmula de Koszul para la conexión ambiente ∇ nos da que

para X, Y, Z ∈ X(M) se tiene:

〈∇XY, Z〉 = �XY (Z) = �XY (Z)

Entonces para Z ∈ TpM ∩ TpM⊥ = Radp, la expresión 〈MII(X, Y ), Z〉 tiene una

extensión suave a LD y coincide con II(X, Y, Z). Por lo que podemos pensar que

la segunda forma fundamental degenera sobre LD, se vuelve un objeto intŕınseco de

(M, g) y II es precisamente la restricción de 〈MII(·, ·), ·〉 a TpM × TpM ×Radp.

Notemos que para 0 6= Rp ∈ Radp fijo, IIRp := II(·, ·, Rp) define un producto

bilineal y simétrico en TpM , es precisamente esta estructura sobre LD la que trae la

información acerca de la degeneración de g.

DEFINICIÓN 8. Decimos que (M, g) es genérica en p si II(Rp, Rp, Rp) 6= 0.

Observación. Dado que II es tensor esta definición no depende del vector elegi-

do. A partir de ahora supondremos que (M, g) es genérica en todo LD y fijamos

R ∈ X(M) tal que Rp ∈ Radp para todo p ∈ LD.

La razón por la que nos concentramos en estas variedades genéricas es la siguiente:

PROPOSICIÓN 9. Sea (M, g) una variedad mixta, si existe X ∈ X(M) tal que

IIR(X,R) 6= 0 en todo LD, entonces LD es una subvariedad inmersa de M de codi-

mensión 1, es más, si IIR(R,R) 6= 0 los subespacios TpLD y Radp, son transversales,

es decir, TpM = TpLD+Radp, por lo que LD resulta ser una variedad Riemanniana.
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

Demostración. Es básicamente Teorema de la función impĺıcita. Consideramos

(U,ϕ) carta de M alrededor de p ∈ LD y ortogonalizamos a la base inducida v́ıa un

proceso de Gram-Schmidt (podemos suponer que los primeros n− 1 elementos de la

base generan un subespacio no-degenerado, de hecho tipo espacio, y al n-ésimo sólo

lo ortogonalizamos respecto a los anteriores), obtenemos aśı un marco {e1, ..., en} tal

que la matriz métrica asociada (gij) se ve diagonal y como la métrica es degenerada

sobre LD ∩ U , se tiene en ∈ Rad. Definimos ahora la función f : U −→ R como

f(q) = det{gij(q)} y observamos que LD ∩ U = f−1(0), entonces basta demostrar

que dfp(X) 6= 0.

Sea γ curva en U con velocidad X en p = γ(0), entonces

dfp(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γ)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

n∏
i=1

gii ◦ γ

=
n∑
i=1

( n∏
j 6=i

gjj(p) ·
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gii ◦ γ
)

=
n−1∏
j=1

gjj(p) ·X(gnn)

La última igualdad se debe a que gnn(p) = 0. Sabemos que gjj 6= 0, j = 1, ..., n− 1 y

por hipótesis X(gnn) = X〈en, en〉 = 2II(X, en, en) 6= 0, por lo tanto dfp(X) 6= 0. Lo

que concluye la primera parte de la proposición.

De lo anterior vemos que TpLD = Ker(dfp) = {Y ∈ TpM |Y (gnn) = 0}, por lo

que R〈R,R〉 = 2II(R,R,R) 6= 0 implica que R no está en TpLD y entonces se tiene

la transversalidad. Finalmente sabemos del álgebra lineal (Proposición 20) que en

este caso TpLD es tipo espacio, por lo tanto LD es Riemanniana. �

Veamos ahora como IIR también nos brinda un criterio para la extensión de ∇

a LD. Recordemos que la métrica induce una aplicación g[ : TM −→ T ∗M definida

por g[(X)(Y ) = 〈X, Y 〉, que resulta ser isomorfismo si y sólo si 〈, 〉 es no degenerada.

Por lo que en el caso degenerado pueden existir 1-formas que no estén en la imagen
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

de g[, la siguiente proposición nos brinda una caracterización de las 1-formas que

śı lo están.

PROPOSICIÓN 10. Sea (M, g) mixta y genérica, entonces para α ∈
∧1(M) existe

un único X ∈ X(M) tal que g[(X) = α si y solo si α(R) = 0 en LD.

Demostración. Una dirección es fácil: Vemos que g[(X)(R) = 〈X,R〉 = 0.

Para el regreso notemos que la existencia y unicidad son ciertas en M \ LD, que

es un abierto denso de M , por lo que la unicidad se tiene que dar en todo M por

continuidad. Para la existencia primero elegimos un marco local apropiado.

Tomamos una carta alrededor de p adaptada a LD ⊂M , esto es, tal que TpLD =

span{∂1, ..., ∂n−1}, como TpLD es tipo espacio podemos aplicar el proceso de Gram-

Schmidt para obtener un marco ortonormal {e1, ..., en−1}. Ahora solo definimos en :=

∂n −
∑n−1〈∂n, ei〉ei, es fácil checar que en es ortogonal a TpLD y observamos que

〈en, en〉 se debe anular exactamente en LD pues es ah́ı donde la métrica degenera.

Ahora expresemos a α en el correspondiente marco dual, α = α(e1)e
∗
1 + ... +

α(en)e∗n, por lo que fuera de LD se tendŕıa

X = α(e1)e1 + ...+ α(en−1)en−1 +
α(en)

〈en, en〉
en

Para extender X a LD es necesario extender F := α(en)
〈en,en〉 y esto es posible por la

condición de genericidad, ya que como α(en) = 〈en, en〉 = 0 en LD, una regla genera-

lizada de L’Hôpital 1 nos dice que F se puede extender a LD como F = en(α(en))
en〈en,en〉 . Por

lo tanto X se puede extender a todo M de manera suave y que se siga cumpliendo

g[(X) = α. �

Podemos aplicar esta proposición a nuestra conexión dual de Levi-Civita, obte-

niendo aśı el siguiente:

1Sean f, h : (−1, 1)n−1 × (−1, 1) −→ R funciones suaves. Si {(x, y) ∈ (−1, 1)n−1 ×

(−1, 1)|f(x, y) = 0} ⊇ {(x, y) ∈ (−1, 1)n−1×(−1, 1)|h(x, y) = 0} = (−1, 1)n−1×{0} y ∂
∂y h(x, 0) 6= 0

para toda x, entonces F := f
h se extiende de manera suave a (−1, 1)n con F (x, 0) = ∂f

∂y /∂h
∂y |(x,0).
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

TEOREMA 11. Sean X, Y ∈ X(M), entonces ∇XY se puede extender de manera

suave a todo M si y solo si IIR(X, Y ) = 0 en LD.

En particular, genéricamente ∇RR no se puede extender mientras que para

X ∈ TpLD, ∇RX y ∇XR śı se podrán, ya que como vimos en la Proposición 9,

para (M, g) genérica, TpLD es el complemento IIR−ortogonal de Rad.

EJEMPLOS

El primer ejemplo, aunque trivial es bastante ilustrativo, ya que describe el compor-

tamiento general de una métrica genérica a lo largo de una curva transversal al locus

de degeneración.

0) Curva mixta. Sea γ : I −→ Rk
1 curva en-

cajada, en este caso la métrica inducida es

una función g = 〈γ̇, γ̇〉 : I −→ R, por lo

que LD = {γ(t)|g(t) = 0}. La condición

de genericidad en un punto t0 se traduce a

II(γ̇(t0), γ̇(t0), γ̇(t0)) = g′(t0) 6= 0, lo que

nos dice que la degeneración es aislada y co-

rresponde a un cambio de signo en la fun-

ción g. En la figura vemos como γ̇ cambia

de carácter causal, empezando tipo tiempo,

luego luz en t0 y al final tipo espacio (ver

Apéndice para la definición de causalidad).
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

1) Superficies de Revolución. Consideramos

γ : I −→ R2
1 curva mixta, con γ(t) = (x(t), y(t))

(supongamos y(t) > 0) y sea M ⊂ R3
1, superficie

parametrizada por:

i(s, t) = (x(t), y(t)cos(s), y(t)sen(s))

La métrica inducida en M es:

g = y2ds2 + 〈γ̇, γ̇〉dt2

Aśı LD = {i(s, t0)|〈γ̇, γ̇〉|t0 = 0}, por lo que ∂t ∈ Rad y ∂s ∈ TpLD.

La condición de genericidad es ∂t〈γ̇, γ̇〉 6= 0 en LD. Por lo tanto M es genérica si

y sólo si γ es genérica. Luego, II∂t tiene la expresión:

II∂t = −∂t(y2)ds2 + ∂t〈γ̇, γ̇〉dt2

Pero ∂t(y
2)|t0 = 2y(t0)ẏ(t0) 6= 0, pues estamos considerando γ inmersión. Por lo que

II∂t es no degenerada y su signatura está ligada al comportamiento causal de γ̇.

2) Productos. Tomamos ahora (N, ds2) variedad

Riemanniana y sea M la variedad producto de N

con γ, esto es, M := N × I con métrica:

g = ds2 + 〈γ̇, γ̇〉dt2

Entonces LD = {(x, t0)|〈γ̇, γ̇〉|t0 = 0} y ∂t genera

a Rad. De nuevo M es genérica si y solo si γ lo es.

Veamos ahora que II∂t es idénticamente cero en TpLD × TpLD. Para ∂i, ∂j ∈

TpLD ∼= TpN se tiene ∂i〈∂j, ∂t〉 = 0, por lo que:

II(∂i, ∂j, ∂t) = ∂i〈∂j, ∂t〉+ ∂j〈∂t, ∂i〉 − ∂t〈∂i, ∂j〉 = −∂t〈∂i, ∂j〉 = 0

Ya que la métrica de N no depende de t. Por lo tanto II∂t = ∂t〈γ̇, γ̇〉dt2.
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CAPÍTULO 2. SURVARIEDADES MIXTAS

Ahora nos centramos en el problema de la extensión del transporte paralelo.

Sea γ una curva en M con γ(0) = p = LD ∩ γ y supongamos que P (t) es un

campo paralelo sobre γ, esto es, D
dt
P (t) = 0 para toda t 6= 0. Entonces se tiene que

�γ̇P (R) = 〈D
dt
P (t), R〉 = 0, luego, la condición inicial P (0) también debe satisfacer

esta ecuación por continuidad, esto se traduce a IIR(P, γ̇) = 0. Concluimos aśı que

para la existencia de un campo paralelo a lo largo de γ es necesario que la condición

inicial sea IIR−ortogonal a γ̇, el siguiente resultado nos dice que también es suficiente.

TEOREMA 12. (Teorema 7 de [4]) Sea (M, g) genérica y γ : (−ε, ε) −→ M

curva suave transversal a LD en p = γ(0). Denotamos por II⊥(γ̇) al subespacio

de TpM que es IIR−ortogonal a γ̇. Entonces para cada v ∈ II⊥(γ̇) existe un único

campo P (t) a lo largo de γ que es paralelo en el sentido clásico para t 6= 0 y que

satisface P (0) = v.

Una consecuencia del Teorema de descomposición de De Rham es que cuando

una variedad Riemanniana admite una distribución W que es paralela a lo largo de

cualquier curva2, entonces M se puede foliar v́ıa la descomposición TM = W ⊕W⊥

y además la métrica de M se ve localmente como el producto de las métricas de cada

variedad integral. Usamos el Teorema anterior para demostrar que este resultado

sigue siendo válido para variedades mixtas genéricas.

TEOREMA 13. Sea (M, g) genérica que admite una l−distribución W suave que

es paralela a lo largo de cualquier curva transversal a LD, entonces M es localmente

isométrica al producto de una subvariedad de LD con una variedad mixta genérica

de dimensiones l y n− l respectivamente.

Demostración. Observamos primero que por ser W invariante bajo transporte

paralelo, entonces sobre LD se debe tener W ⊂ II⊥(γ̇) para toda curva transversal a

LD, entonces por continuidad también se debe tener W ⊂ II⊥(R) = TpLD. Denota-

mos por W⊥D al complemento ortogonal de W en TpLD, de esta manera se tiene la

2W es paralela a lo largo de una curva si para todo X ∈W su transporte paralelo a lo largo de

la curva se queda en W . Es importante observar que si W es paralela, también lo es W⊥ ya que el

transporte paralelo es isometŕıa, en particular, preserva la relación ⊥.
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descomposición suave TM = W ⊕W⊥, donde sobre LD se tiene W⊥ = W⊥D⊕Radp.

Éste es el paso clave, a partir de aqúı se procede como en el teorema clásico.

Probaremos que W es involutiva, para ello veamos primero que si p ∈ M \ LD

y X, Y son campos suaves con Y ∈ W entonces ∇XY p ∈ W . Elegimos curva γ ⊂

M \ LD tal que γ(0) = p y γ̇(0) = X, en particular tenemos que γ es transversal a

LD y por ser W paralelo podemos definir un marco ortogonal {e1, ..., el, ..., en} sobre

γ de manera que los primeros l vectores generen W y sean paralelos a lo largo de γ.

Escribimos Y =
∑l Yiei y se tiene:

∇XY p =
D

dt
Y =

l∑
i=1

D

dt
(Yiei)

=
l∑

i=1

Y ′i ei + Yi

l∑
i=1

D

dt
ei =

l∑
i=1

Y ′i ei ∈ W

Ahora, si X, Y ∈ W también lo está [X, Y ] = ∇XY − ∇YX, por lo que W es

involutiva fuera de LD y por continuidad tiene que serlo en todo M . Lo mismo se

cumple para W⊥.

Por el Teorema de Frobenius podemos encontrar una carta coordenada adaptada

a TM = W ⊕W⊥ en una vecindad de p ∈ LD, denotamos a la base inducida como

{P1, ..., Pl, ..., Pn}. Luego, sabemos que fuera de LD se debe cumplir ∇Pi
Pj ∈ W y

∇Pi
Pk ∈ W⊥, i = 1, ..., n, j = 1, ...l y k = l + 1, ..., n. Por lo que

0 = 2〈∇Pi
Pj, Pk〉 = Pi〈Pj, Pk〉+ Pj〈Pk, Pi〉 − Pk〈Pi, Pj〉

= −Pk〈Pi, Pj〉 i, j = 1, ..., l; k = l + 1, ..., n

Es decir, la métrica restringida a W no depende de las coordenadas de W⊥ fuera de

LD y de nuevo, por continuidad, se tiene que dar en todo M . Lo mismo se cumple

si intercambiamos W y W⊥. Por lo tanto la métrica de M se ve localmente como

{〈Pi, Pj〉}li,j=1 × {〈Pi, Pj〉}ni,j=l+1. �
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2.2. La Segunda Forma Fundamental

Cuando tenemos M ⊂ Rk
1 subvariedad mixta y p ∈ LD ya no se tiene la descom-

posición:

TpRk
1 = TpM ⊕ TpM⊥

v = tan v + nor v

De hecho, sabemos que TpM + TpM
⊥ es de dimensión k − 1, por lo que existen

vectores en TpRk
1 que no se pueden escribir como suma de la parte tangente más la

normal, y para los que śı se puede, la descomposición no es única. Cambiaremos la

definición de las funciones tan y nor a su versión dual para generalizar lo más posible

las nociones del Caṕıtulo 1 al caso mixto.

DEFINICIÓN 14.

tan∗ : TpRk
1 −→ T ∗pM

v 7−→ 〈v, ·〉|TpM

nor∗ : TpRk
1 −→ (TpM

⊥)∗

v 7−→ 〈v, ·〉|TpM⊥

Notemos que estas funciones resultan de componer a tan y nor clásicas con el

isomorfismo g[ dado por la métrica.

Tenemos también las correspondientes funciones C∞(M)−lineales:

tan∗ : X(M) −→
∧1(M)

nor∗ : X(M) −→
∧1(M)⊥

Donde
∧1(M)⊥ denota al espacio de las secciones del haz normal dual.

DEFINICIÓN 15. Sea M ⊂ Rk
1 mixta, definimos

� : X(M)× X(M) −→
∧1(M)

(X, Y ) 7−→ tan∗∇XY = 〈∇XY, ·〉|TM

15
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Como en la teoŕıa clásica vemos que � hereda las propiedades de una conexión

dual de Levi-Civita y por ser única debe coincidir con la de M .

Por otra parte la segunda forma fundamental dual queda como

MII∗ : X(M)× X(M) −→
∧1(M)⊥

(X, Y ) 7−→ nor∗∇XY = 〈∇XY, ·〉|TM⊥

Es fácil verificar que MII∗ aśı definido es simétrico y C∞(M)−lineal, además coin-

cide con II sobre Rad, es decir, MII∗(X, Y )(R) = IIR(X, Y ), y es igual también a

〈MII(X, Y ), R〉 cuando esta última tenga sentido. Se puede adaptar la demostración

de la Proposición 10 en el contexto del haz normal y aplicarlo aqúı para obtener un

criterio de extensión de la segunda forma fundamental clásica de M ⊂ Rk
1:

PROPOSICIÓN 16. Sean X, Y ∈ X(M), entonces MII(X, Y ) se puede extender

de manera suave a todo M si y solo si IIR(X, Y ) = 0 en LD.

Observamos que se obtiene exactamente la misma condición para extender ∇ y

MII, esto se debe a que la dirección en que la métrica degenera tanto en el haz

tangente como en el haz normal es precisamente Rad. En caso de que se tenga la

extensión, por continuidad se debe cumplir MII(X, Y ) = ∇XY − ∇XY ∈ X(M)⊥

en todo M . Finalmente notamos que genéricamente MII(R,R) no se puede extender

mientras que para X ∈ TpLD, MII(R,X) = MII(X,R) śı se podrá.

El mejor escenario lo tenemos cuando LD es pseudo-totalmente geodésico,

esto es, IIR(·, ·) ≡ 0 en TpLD × TpLD, ya que de esta forma podemos extender ∇

a todos los campos en M que sean tangentes a LD, y solamente a estos, ya que

aquellos que tengan componente en Rad no se podrán por genericidad. Definimos en

este caso la segunda forma fundamental de LD ⊂M como:

II : TpLD × TpLD −→ Radp

(X, Y ) 7−→ ∇XY − D∇XY

dónde D∇ es la conexión de Levi-Civita de LD (es importante recordar que LD

es una variedad Riemanniana, por lo que los conceptos de conexión, curvatura y

segunda forma fundamental de LD ⊂ Rk
1 están bien definidos ah́ı).

16
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Observamos que para Z ∈ TpLD se tiene que 〈II(X, Y ), Z〉 = 〈∇XY, Z〉 −

〈D∇XY, Z〉 = 0, pues la fórmula de Koszul aplicada a ambas conexiones coincide

sobre LD, de aqúı que en efecto II(X, Y ) ∈ Rad. Tenemos aśı tres segundas formas

fundamentales y para X, Y ∈ TpLD satisfacen II(X, Y ) = DII(X, Y )− MII(X, Y ).

La siguiente proposición es una generalización de la ecuación de Gauss cuando

LD es pseudo-totalmente geodésico. Nos dice que en este caso se puede definir el

tensor de curvatura de M para vectores tangentes a LD y coincide con el tensor de

curvatura de este último.

PROPOSICIÓN 17. Sea (M, g) variedad mixta genérica tal que LD es pseudo-

totalmente geodésico, entonces para X, Y, V,W ∈ TpLD tiene sentido la expresión:

R(V,W,X, Y ) := �[V,W ]X(Y )−�V (∇WX)(Y ) + �W (∇VX)(Y )

y es un (0,4)-tensor que es igual al tensor de curvatura de LD.

Demostración. La condición de ser pseudo-totalmente geodésico garantiza la

existencia y suavidad de ∇WX y ∇VX por lo que R(V,W,X, Y ) está bien definido

y la teoŕıa clásica nos dice que es un (0,4)-tensor. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer [V,W ] = 0, luego vemos que �W∇VX(Y ) = �W (D∇VX)(Y ) +

�W II(V,X)(Y ), usando compatibilidad de la métrica se tiene:

�W II(V,X)(Y ) = W 〈II(V,X), Y 〉 −�WY (II(V,X)) = 0

pues 〈II(V,X), Y 〉 = 0 en LD y �WY (II(V,X)) = II(W,Y, II(V,X)) = 0 por ser

LD pseudo-totalmente geodésico. Finalmente como � y D� coinciden en LD se sigue

que �W∇VX(Y ) = D�W (D∇VX)(Y ). Invirtiendo los papeles de V y W y restando

ambas ecuaciones se obtiene el resultado.�

Concluimos la tesina con algunas ideas para continuar esta investigación: Siguien-

do la teoŕıa clásica de encajes isométricos es posible definir el concepto de conexión

normal dual y obtener aśı las versiones correspondientes de las ecuaciones de Co-

dazzi y Ricci para M ⊂ Rk
1, ¿qué restricciones se tienen? Finalmente, ¿cuándo tiene

sentido el operador de forma? y ¿será válido el Teorema 12 para el haz normal?
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Recordemos algunos resultados generales sobre productos escalares.

DEFINICIÓN 18. Sea g forma bilineal y simétrica en un espacio vectorial V , esto

es, g ∈ V ⊗ V , entonces:

g se dice positiva (negativa) definida si v 6= 0 implica g(v, v) > 0 (< 0).

g es no degenerada si g(v, w) = 0 para todo w ∈ V implica v = 0. En este caso

el ı́ndice de g es el entero más grande que es la dimensión de un subespacio W

para el cual g|W es negativa definida.

Cuando g es degenerada, el rango de g es el entero más grande que es la di-

mensión de un subespacio W para el cual g|W es no degenerada.

LEMA 19. 1) g es no degenerada si y sólo si su matriz relativa a una base de V

(y por lo tanto a toda) es invertible.

2) Si (V, g) es no degenerada entonces para W ⊂ V subespacio, dim W + dim

W⊥ = dim V y (W⊥)⊥ = W

Demostración. 1) Sea {e1, ..., ek} base de V , sabemos que la matriz de la métrica

está dada por gij = g(ei, ej). Y consideremos el sistema de ecuaciones

0 = g(v, ei) =
k∑
j=1

gijvj i = 1, ..., k

Luego, g es no degenerada si y sólo si este sistema tiene solución única v = 0, esto

se da si y sólo si (gij) es invertible.

18
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Para 2) elegimos una base {e1, ..., ek} de V de manera que los primeros n vectores

generen a W , entonces W⊥ está dado por el sistema de n ecuaciones:

0 = g(v, ei) =
k∑
j=1

gijvj i = 1, ..., n

Como g es no degenerada en V los vectores fila de (gij) son linealmente independien-

tes, en particular los primeros n, por lo que la ecuación anterior define un espacio

de dimensión k − n. Para la última parte observamos que W ⊂ (W⊥)⊥ y por lo que

acabamos de demostrar tienen la misma dimensión, por lo tanto son iguales. �

Ahora centramos nuestra atención en subespacios del espacio de Minkowski. Co-

mo siempre, decimos que un vector v ∈ Rk
1 es tipo espacio (luz o tiempo) si

〈v, v〉 > 0 (= 0 o < 0), lo mismo para subespacios: V ⊂ Rk
1 es tipo espacio (luz o

tiempo) si g|V es positiva definida (degenerada o de ı́ndice 1).

Cerramos este apéndice con una proposición que caracteriza los subespacios tipo

luz y tiempo. Las siguientes equivalencias las usamos de manera impĺıcita en el texto:

PROPOSICIÓN 20. Si V ⊂ Rk
1, son equivalentes:

1) V es tipo luz.

2) V tiene un vector tipo luz pero no uno tipo tiempo.

3) V ∩L = Rv0 r {0}, donde v0 es un vector tipo luz y L es el cono de luz de Rk
1.

4) V ⊥ es tipo luz.

Aśı como también:

1) V es tipo tiempo.

2) V contiene dos vectores tipo luz linealmente independientes (Si dim V ≥ 2).

3) V tiene a un vector tipo tiempo.

4) V ⊥ es tipo espacio.
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Demostración. Veamos primero que en el espacio de Minkowski no existen

dos vectores tipo luz, linealmente independientes y ortogonales entre śı. Sean u =

(u1, ..., uk) y v = (v1, ..., vk) tipo luz, esto es, −u2
1+...+u2

k = 0 = −v2
1 +...+v2

k. Luego,

por desigualdad de Cauchy-Schwarz, (u2v2+...+ukvk)
2 ≤ (u2

2+...+u2
k)(v

2
2 +...+v2

k) =

(u1v1)
2 con igualdad si y sólo si ui = λvi, i = 2, ..., k, entonces:

|〈u, v〉| = | − u1v1 + u2v2 + ...+ ukvk|

≥ |u1v1| − |u2v2...+ ukvk| ≥ |u1v1| − |u1v1| = 0

Y la igualdad se da si y sólo si u1v1 = u2v2 + ...+ ukvk = λ(v2
2 + ...+ v2

k) = λv2
1,

es decir, si y sólo si u, v son linealmente dependientes.

Ahora si V es tipo luz, por lo anterior solo puede degenerar en una dirección,

lo que prueba la equivalencia 1) y 3), es más, esa dirección también tiene que estar

en V ⊥, por lo tanto también se tiene 4). Para 2), si v ∈ V es tipo tiempo entonces

V ⊥ ⊂ v⊥ y este último es tipo espacio, por lo que V ⊥ también debe serlo, lo que

contradice 4). Aśı V solo consta de una dirección degenerada y fuera de ésta los

vectores son tipo espacio.

Para V tipo tiempo, las equivalencias 1, 3 y 4 son directas en base a lo ya de-

mostrado. Para 1) ⇒ 2) como dim V ≥ 2, puedo tomar u, v ∈ V tipo tiempo

y espacio respectivamente, de norma 1 y ortogonales entre śı, entonces u ± v son

dos vectores tipo luz linealmente independientes. Para el regreso vemos que si u, v

son tipo luz linealmente independientes entonces 〈u, v〉 6= 0, por lo que alguno de

u± v ∈ V es tipo tiempo. �
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