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Introduccion

En la Teorfa de la Relatividad General (TRG) el Espacio-Tiempo se modela con
variedades Lorentzianas de dimension 4 que son variedades que punto a punto se
ven como el espacio de Minkowski. Muchos de los resultados clasicos de geometria
Riemanniana se pueden extender a variedades Lorentzianas, lo que brinda una base

matematica sélida sobre la cual empezar a estudiar las propiedades de estos modelos.

Mediante el uso de conceptos y resultados clasicos de geometria Riemanniana se
enuncia la teoria de Relatividad General de Einstein, algunos conceptos clave son los
tensores de curvatura de Riemann, de Ricci, la escalar y las ecuaciones de Einstein
que relacionan las propiedades fisicas cuantitativas del Espacio-Tiempo con la ge-
ometria (métrica) de la variedad. Todo fluido, en este caso la masa-energia presente
en el universo entero, tiene asociado un tensor simétrico de rango 2 llamado Ten-
sor de Energia-Momento, en el cual viene almacenada la informaciéon de densidad,
presion y velocidad del fluido. Asi las ecuaciones de Einstein relacionan el tensor de

Energia-Momento con la métrica y las curvaturas escalar y de Ricci.

Una solucion de las ecuaciones de Einstein es la métrica de Schwarzschild, la cual
se estudia en el capitulo 3. Esta métrica se aplica para regiones del espacio donde
gran parte de la masa se concentra en un solo punto, como es el caso de los agujeros
negros y nuestro sistema solar. Cuando este modelo se aplica al sistema solar se

obtienen predicciones méas precisas que aquellas que proporciona la mecanica New-



toniana clasica.

En el capitulo 4 se estudia la métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker
que se deduce bajo ciertas condiciones de isotropia y homogeneidad. Esta solucién
es el modelo estandar que usa la Cosmologia para describir al Espacio-Tiempo a
gran escala. Las Ecuaciones de Einstein para este modelo nos ayudan a reducir el
problema de determinar la evoluciéon del Universo al problema de solamente medir
ciertos parametros observacionales: parametro de densidad, parametro de Hubble y
parametro de desaceleracién. A la vez que predice un inicio del Universo conocido
con el nombre de Big Bang, en donde toda la materia del espacio, de hecho el es-
pacio mismo, estaban concentrados en un solo punto y luego el espacio comenzé a
expandirse hasta llegar a ser lo que observamos hoy en dia. Hablaremos de fenémenos
que se han observado y que proporcionan evidencias acerca de la veracidad de este
modelo al ser aplicado al Espacio-Tiempo tales como la expansion del universo, el

corrimiento cosmolégico al rojo y la Radiaciéon Césmica de Fondo.

En este mismo modelo también es posible determinar rebanadas espaciales a
un tiempo constante, que corresponden al Espacio 3-dimensional que observamos
(recordar que la teoria de Relatividad Especial nos obliga a pensar al tiempo y
al espacio intimamente ligados y no se puede pensar el uno sin el otro). En este
contexto es que cobra sentido la pregunta: ;Que forma tiene el Espacio? Mediante
un experimento llamado Circulos en el cielo que se explica en el capitulo 5 se busca

encontrar alguna informacién sobre su topologia.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

“La matematica e’ lalfabeto nel quale Dio ha scritto ['universo”

- Galileo Galiles

1.1. Geometria Riemanniana

En este capitulo recordaremos definiciones y resultados béasicos de variedades
diferenciables y riemannianas a modo de preparacién para los siguientes capitulos y
con el fin de asentar la notacién que se usara en todo el trabajo.

Sea M una variedad diferenciable (supondremos C*) y p € M. Denotamos por

T,M al espacio tangente a M en p y por T7M al espacio tangente dual.

DEFINICION 1.1.1. Una métrica Riemanniana en M es una aplicacion que a
cada punto p € M le asigna (de manera suave) un producto bilineal, simétrico,

positivo definido
g, T,M x T,M — R
A la pareja (M, g) se le llama variedad Riemanniana.

OBSERVACION. Si en la definicién cambiamos la condicién de producto bi-

lineal positivo definido por la de producto bilineal no degenerado, las definiciones y
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1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

resultados que veremos siguen siendo vélidas. Para este caso se dice que la métrica
es pseudo-Riemanniana.

Una generalizaciéon del concepto de vector tangente es necesaria para el trabajo,
los objetos geométricos-algebraicos llamados tensores surgen de manera natural y son
de gran importancia ya que son los recipientes de mucha de la informacién geométrica

que contiene la variedad.

DEFINICION 1.1.2. Un tensor de tipo (r,s) basado en un punto p € M es una

funcion multilineal

T:T;Mx...xT-MxT,Mx...xT,M-—TR
N ~" - N ~~ -
T veces 8§ veces

A un tensor tipo (r,s) también suele llamarse s-covariante y r-contravariante y

denotamos por 7 (p) al conjunto los tensores basados en p. Es facil ver que:

T'p)=T,M®.. 0 T,MeTM&...0 /M

S
~

v v~
r veces s veces

DEFINICION 1.1.3. Un campo tensorial, o simplemente tensor, tipo (r,s) es una
aplicacion T que a cada punto p € M le asigna (de manera suave) un tensor T, tipo

(r,s) basado en p

EJEMPLOS
a) Por convencién una funcién f: M — R es un tensor tipo (0,0).
b) Un campo vectorial en M es un tensor tipo (1,0).
c¢) Una 1-forma en M es un tensor tipo (0, 1).
d) La métrica g es un (2, 0)-tensor (simétrico).
Sean Yi,...,Y, e T,M yn',....n" € Ty M arbitrarios, naturalmente se pueden

realizar varias operaciones entre tensores:

1. Suma. La suma T + T’ de dos tensores tipo (r,s) es un tensor del mismo tipo

definido punto a punto por la regla:

(T+T)(n' ... Y, Y) =Tt Ve, YY) + Tt g Y,



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

2. Multiplicacion por funciones. Dada una funcion f : M — R y un tensor T

construimos el tensor fT, del mismo tipo que el original:
(fT)p(n17“'7nT7)/i7“'7YS) = f(p)Tp<T]17"' 77]r7Y:L7"'7)/v3)

3. Producto tensorial Sean T y T’ tensores de tipo (r,s) y (1’,s), se define el

tensor T ® T de tipo (r + 1/, s+ §') dado por:

(T ® T/)p<n17 e 777T+T/7}/la e 7}/?9—‘,-5/) = TP(TIl? ce anT7}/17 cee a}/:s)

! 1 !
Tp(nr+ e T Y1, Yl y)

4. Contraccion. Sea T un tensor tipo (7, s) con r, s > 1, dada una base {e1,...e,}
de T,M y su base dual {f*,..., f"} definimos la contraccién en los indices i, j

como el (r —1,s — 1) tensor dado por:

cij(T)p(nl,...,nT_lﬂ/l,...,Ys_l):ZTp(nl,..., YL e Y
k X ’

lugar i lugar j

Equivalentemente podemos dar otra definicién haciendo uso del siguiente:

LEMA 1. Eziste un isomorfismo natural (que no depende de una base) entre

1) (p) y el espacio de funciones multilineales

?;Mx...xT;Mx\Tpr...pr]\{—>TpM

v~ v
r-1 veces s veces

Demostracion.
Definimos ® : {A:TXM x ... x TyM x T,M x ... x T,M — T,M} — T (p)

como la funcién que manda al operador A al (7, s)-tensor ®A definido por
DA, ... 0" Y1, Y =0T (A, T Y, YD),

Vemos que ® esta bien definida ya que el lado derecho de la ecuacién anterior
es lineal en todos sus argumentos, ademas inyectiva:

PA=0= n"(A(n', ..., Y1,...,Y;)) = 0 para todos Yi,...,Y; € T,M y

3



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

nt,...,n" € T M, por lo tanto A =0 y como los dos espacios tienen la misma

dimensién entonces concluimos que ¢ es isomorfismo. g

Con este lema en mente podemos pensar a la aplicacion

-1
7\',a"'777r 7}/17"'7\',7"'7}/:9—1)

lugar i lugar j

T,(n',...

como un endomorfismo de 7, M y en este contexto la contraccién antes descrita
corresponde simplemente a tomar su traza y dado que la traza de un endomor-
fismo es independiente de la base elegida entonces también lo es la contraccion

de tensores.

5. Subir y bajar indices. Consiste en tomar un tensor T tipo (r,s) y bajo el
isomorfismo canénico inducido por g que existe entre T, M y T> M se identifica
este tensor con uno de tipo (r+1, s—1) (subir indice) o uno del tipo (r—1, s+1)

(bajar indice). Este proceso se explica a continuacién con mas detalle.

Sabemos que dado (V,g) un espacio vectorial equipado con producto bilineal,

simétrico, no degenerado; existe un isomorfismo canénico:

Vv — VU

v > g(U7 -)
Este isomorfismo se puede extender a:

V...V — V'®...V"

Aplicando este resultado con V' = T, M vemos que existe un isomorfismo canénico:

LM®.. . L,MOTM®...0T'M — TM®...T/M

J/

WV N Vv
T veces S veces r+s veces

T (p) — 7T.°(p)



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

De esta forma podemos definir una relacién de equivalencia entre tensores de tipo

(r,s) y tensores de tipo (17, s") cuando r + s = r’ + &', de la siguiente manera:

DEFINICION 1.1.4. Dos tensores T y S de tipo (r,s) y (r',s), respectivamente,
son equivalentes si y solo sir+s=1"+5s" y suimagen es la misma bajo los isomor-

fismos candnicos T (p) — T.%,(p) y TS (p) — T9.,(p) para todo p € M

De esta manera, a un tensor de tipo (r,s) también se le puede llamar sin am-
bigiiedad tensor de rango r + s.

Una vez que tenemos la nocién de tensor en una variedad vamos a definir la
derivada covariante de un tensor, para esto primero veremos que significa derivar un
campo vectorial para luego extender el concepto a cualquier tipo de tensor. Se precisa
de un resultado clasico de geometria Riemanniana que nos garantiza la existencia de

un objeto para tal fin conocido como la conexién de Levi-Civita.
DEFINICION 1.1.5. Una conezién V en una variedad M es una funcion R-bilineal
V:X(M)xX(M)— X(M)
que se denota por (X,Y) — VxY y cumple que VX, Y € X(M) y f € C*(M)
» VixY = fVxY
= Vx(fY) = X(f)Y + fVxY
TEOREMA 1.1.1. Sea (M, g) una variedad (pseudo-)Riemanniana, entonces 3! V
conexion que es libre de torsion y compatible con la métrica, es decir:
i) [X,) Y] =VxY —VyX
i) X(g(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Demostracion.
Supongamos que existe tal conexién, aplicando la condicién ii) se obtiene:
X(g(V.2)) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Y(g(Z X)) = &(VvZ X)+g(Z VyX)
Z(g(X)Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY)

5



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

Sumamos la primera y segunda ecuacién y restamos la tercera para obtener

X(gY,2)) +Y(g(Z, X)) - Z(g(X,Y)) = g([X, 2], Y) + g([Y, 2], X) + g([X, Y], Z)

+2g(Z, VXY)

Aqui hemos usado para simplificar que la conexién es libre de torsion. Entonces se

tiene
g(Z> VXY) = %(X(g(y, Z)) + Y(g(Z>X)) - Z(g(Xa Y)) - g([Xv Z]’Y) - g([Y7 Z]?‘X)
~g([X.Y),2))

Como lo anterior se vale para todo Z € X(M) la 1-forma g(- , VxY') estd bien
definida y es tnica. Finalmente, dado el isomorfismo canénico que existe entre 1-
formas y campos vectoriales se tiene que VY existe y es unica. Las propiedades i),
ii) y de conexidn se verifican directamente. o

A esta conexién se le llama conexién de Levi-Civita para M y a partir de ahora nos

vamos a referir a ella solamente como conexién 6 V.

PROPOSICION 1.1.1. Dado X € X(M), Vx se puede extender a tensores de
manera que satisface:
i) Vx es R-lineal y preserva tipos.
ii) VS, T tensores Vx(S®T) =Vx(T)®S+S® Vx(T)
i) Ve f = df(X) = X(f) Vf € C=(M)
Demostracién.

La definimos primero para tensores T tipo (0, s):
i=1

Luego extendemos usando la propiedad ii) para cualquier tipo de tensores, asi las

propiedades 1), ii) y iii) son inmediatas.

Como consecuencia de la formula anterior y del hecho que la conexion es com-

patible con la métrica se tiene el siguiente:

6



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

COROLARIO 1. Vxg = 0 para todo campo vectorial X .

DEFINICION 1.1.6. Dado T un tensor tipo (1, s) se define la derivada covariante
como el tensor del tipo (r,s + 1) denotado por VT y que cumple:

VT, ..o Y1, Y X) = VT, oo one, Ya, 000 YS)

y la divergencia de T (en la primera entrada) como el (r—1,s)-tensor que se obtiene

al hacer la contraccion en los indices 1 y s+ 1 a la derivada covariante de T:

div T(nlv cee 7771”—17}/17 s 71/;) = —tr(VT(',’lh, s 7777“—173/17 s a}/ts; ))

1.1.1. Geodésicas

DEFINICION 1.1.7. Sea (M, g) variedad (pseudo-)Riemanniana y V la conexion

de Levi-Civita. Una curva vy : I — M se dice geodésica st V.yy' =0

TEOREMA 1.1.2. (Ezxistencia y Unicidad.) Todo punto p € M tiene una
vecindad U de manera que existe € > 0 tal que para cualquier ¢ € U yv € T,M con
o]l = +/|g(v,v)| < € existe una tinica geodésica ~y, : (=2,2) — M que satisface

7(0) = q y 7,(0) = v. (Una demostracion se puede encontrar en [2])

DEFINICION 1.1.8. Con la notacién del teorema anterior, la funcion exponencial

se define como:

expy : B(0) Cc T,M — M

v ()

Subvariedades totalmente geodésicas

DEFINICION 1.1.9. Sean (M, g) (N,h) variedades (pseudo-)Riemannianas. Una
funcion f: N — M se dice inmersion isométrica ssi f*g = h, donde f* es el pull-
back, es decir, f*g(u,v) = g(df,(u),df,(v)) Vp € N yu,v € T,N. Dada una inmer-
sion isométrica f : N — M, decimos que N es subvariedad (pseudo-)Riemanniana

de M.



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

En el caso particular en que N C M es subvariedad encajada (en el sentido
diferenciable) y h = g|y entonces la inclusién ¢ : N < M es claramente una in-
mersion isométrica y N es subvariedad Riemanniana de M, en este trabajo vamos a

considerar solamente este caso.

DEFINICION 1.1.10. Sea N subvariedad Riemanniana de M, N se llama total-

mente geodésica si toda geodésica en N es también geodésica en M.

EJEMPLO. Las geodésicas del espacio euclideo (R? con la métrica canénica)
son lineas rectas, por lo que las subvariedades totalmente geodésicas son los planos

y las rectas con la métrica inducida.

1.1.2. Curvatura

DEFINICION 1.1.11. EI tensor de curvatura de Riemann es el (1,3)-tensor dado

por:
R(X,Y)Z = Vy(VxZ) — Vx(VyZ) + Vixy 2
o equivalentemente, se define como el (0,4)-tensor
R(X,Y,Z, W) :=g(R(X,Y)Z,W)

OBSERVACION. Al igual que en la definicién anterior, usaremos indistinta-
mente la letra R para denotar a cualquiera de los dos tensores mencionados arriba.

Asi como para también para referirnos al (2, 2)—tensor asociado.
PROPOSICION 1.1.2. El tensor de Riemann asi definido cumple
= R(X,Y,Z, W)= -R(Y, X, Z,W)
« R(X,Y,Z,W)=R(ZW,X,Y)

« R(X,Y,ZW)+R(Y, Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0



1.1. GEOMETRIA RIEMANNIANA

DEFINICION 1.1.12. Sea GiM = {m C T,M|dimn =2} y G*M := | | .\, Gz M.
Definimos la curvatura seccional
k:G*°M — R

R‘(:L‘7 y’ :I/‘7 y)

N PN

donde {x,y} es base de .

PROPOSICION 1.1.3. La definicion anterior no depende de la base elegida {x,y}

de .

Demostracion.

Sea {u = ax + by, v = cx + dy} otra base de 7, usando las propiedades de R se tiene

que:

R(u,v,u,v) = R(ax + by, cr + dy,ax + by, cx + dy)
= &’d®R(z,y,,y) + adbcR(z,y,y, ) + beadR(y, z, z,y) + b’d°R(y, z, y, v)
= a’d®R(x,y,z,y) — 2adbcR(z,y, z,y) + V*d*R(z, y, x,y)
= (CLd o bC)2R(l’7 Y, x, y)

y como ademads ||uAv||* = (ad—bc)?||z Ayl|?, se obtiene entonces el resultado deseado.

O

DEFINICION 1.1.13. Se define también el tensor de curvatura de Ricci como el
tensor de rango 2 que se obtiene al contraer en los indices 2 y 4 el (2,2)-tensor de

Riemann, es decir
Ric(X,Y) =tr(R(X,-)Y)
Y la curvatura escalar como la funcion R : M — R dada al contraer el tensor de
Ricci:
R = tr(Ric)

NOTA: Es importante recordar que R(X, )Y y Ric se piensan, para cadap € M,

también como endomorfismos de T}, M.



1.2. COORDENADAS LOCALES

1.2. Coordenadas Locales

En la préctica las nociones anteriores no aparecen como objetos abstractos
definidos en la variedad, sino que aparecen escritos en términos de las llamadas
coordenadas locales, por lo que es necesario también manejar los célculos en este
contexto. Empezaremos primero con una convenciéon de notacién y luego veremos

como se definen las coordenadas locales y los calculos que se pueden realizar.

DEFINICION 1.2.1. Dados X1, Xp €T,M yw!, ... 0w € Ty M se denota por:
X1®..9X,0w®.. 0w €T/

al (r,s)—tensor que cumple:

X1®..9X, 0w ®...0wn',...,n"Y1,....Y) =01 (X1)) ... 0" (X)W (YD) ... w*(Y5)

Dada una carta (U, ¢) de M, sabemos que podemos definir coordenadas locales
(1,9, ...,z,) dentro de U, donde cada z; es la proyeccién de ¢ sobre la i-ésima
coordenada de R™. Podemos asi expresar la métrica en coordenadas locales usando

la siguiente:

PROPOSICION 1.2.1. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y (x1, 2, ..., Ty)

coordenadas locales. Sabemos que {8%1, cee 8%} forman una base para T,M 1y sea
{dz*, ..., dz"} la base dual de Ty M correspondiente. Entonces g se puede escribir de

la forma:

g = Z gijd:ci ® da’

ij=1

_ a9
donde gij = g<8x1’ %)
Demostracién.

_ ) _ p)
Sean u,v € T,M, sabemos que u =, _, Ukger ¥ U= Doy U7, luego

10



1.2. COORDENADAS LOCALES

Z gi;da’ ® da (u,v) = Z gijdx’ (u)dz? (v)

7,0=1 2,7=1
— legz]dx (;ukz)dﬂ( 2 Ulaixk)
- ]21];1 kO (dx (aik>dxj<aik>>
= Zuingij
=
- ;“""Jg<a a(z«])
_ g(;ua%;%a%)
= g(u,v) O

NOTACION. A partir de ahora tendremos la convencion de que indices
repetidos se suman, asi en la siguiente expresion se entiende que hay suma
sobre los indices 7 y 7. Y al momento de escribir la métrica en coordenadas
usaremos el simbolo ds? y por simplicidad también omitiremos los simbolos
de producto tensorial ®, asi que de ahora en adelante se escribira la métrica
como:

ds* = g;;dx'da?

La proposicién anterior es un caso particular de un teorema de algebra tensorial

que recordaremos a continuacion:

TEOREMA 1.2.1. Sean {ey,...,e,} base de V y {f*, ..., f"} la base dual de V*

correspondiente, entonces {e; @ ... ®e; @ [ @ ... ® f=|{i1,...,ir}, {j1, ... Js} son

subconjuntos de {1, ,n}} forma una base de V @ ... VeV '®...0 V"

v~ v~
T veces S veces

Aplicando este teorema para V' = T, M podemos ver que todo tensor de tipo (r, s)

11
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se puede escribir de la siguiente manera

o 0 0 . .
T = i NP p—— det @ . & dads
suba;juntos e axil N ? a‘xir @At @

Las funciones T 1.5, son las componentes del tensor escritas en las coordenadas

locales y cumplen que

o A G, 0
Tll...’tr ; ;= T<d 217 “e ;d ZT? goee ey >
e ) ! ale axjs

OBSERVACION. A partir de ahora vamos a usar, segin convenga, cualquiera de
las formas de pensar a un tensor T, ya sea como funciéon multilineal o simplemente
en términos de sus componentes T e

Podemos describir las operaciones de tensores descritas anteriormente ahora con
la notacion en componentes. Por simplicidad las férmulas siguientes aparecen para
tensores de rango 3, pero se pueden generalizar facilmente a cualquier tipo de ten-

sores.

1. Suma. Las componentes de la suma T + T’ de dos tensores viene dado por:
(T+T) =T+ T

2. Multiplicacion por funciones. Dada una funcion f : M — R y un tensor T, el

tensor fT tiene componentes que satisfacen:
(fT)ijk; = fTijk;

3. Producto Tensorial Sean T y T’ tensores de rango 3, se define el tensor T ® T’

de rango 6 cuyas componentes cumplen:
(TOT)" =TT i

4. Contraccion. Dado el tensor T, la contraccién en los indices (1,1) tiene com-

ponentes:
e (T), = Ty,

12



1.2. COORDENADAS LOCALES

Hemos hecho aqui el caso particular para indices 1 y 1 pero el caso general es
muy parecido y es mas facil decirlo con palabras. El caso de una contraccion
cualquiera en los indices 7, j consiste en colocar la [ de la expresion anterior en

los lugares ¢ y j.

5. Subir y bajar indices. Sean g;; las componentes de la métrica, observamos que
forman una matriz de n x n y denotamos por ¢ las entradas de la matriz
inversa, i.e., los g% estdn definidos por la ecuacién

97 g = 0%
donde 7, es la delta de Dirac.

De acuerdo a la relaciéon de equivalencia dada en la definicién 1.1.4 las compo-

nentes de un (2, 1)-tensor y un (1, 2)-tensor que son equivalentes cumplen:
Tijk = gleilk

En esta ultima féormula se observa claramente la razon por la cual a esta op-
eracion se le llama bajar indice. Si multiplicamos ambos lados de la ecuacion

anterior por ¢’° y sumamos sobre j obtenemos:
sy sj il
97T = g7 guT"
— 5sszlk
8
= T,
Que reescribiéndola con otros indices se ve de la forma:
ij il i
T, = ¢g" Ty,
Hemos obtenido asi la féormula que relaciona los componentes de tensores equi-
valentes para la operacién de bajar indices.

En las tdltimas expresiones es importante recordar que al aparecer indices repetidos
arriba y abajo se debe entender que se estd sumando sobre todas las posibilidades

de ese indice.

13



1.2. COORDENADAS LOCALES

Dado un campo vectorial Y denotamos las componentes de VY como Y, es

decir,

VY — Yi;j

0 J
ox; ® dx

Si escribimos Y = Y’f

0

VY<-,0—%

)

Voo

, entonces vemos que:

(i

axk

6Y’“ 0

8% 8xk

YY" o
827]' 8:52

T+ Y*

+ YT,

0

)

Lo

oz Oy,
0
017

)

donde los simbolos de Christoffel estan dados por la siguiente expresion:

0 0
V.o — =T%
Bg oxy, J k@xl
Por lo tanto
Vij =G 4Tt

También tenemos la siguiente formula para los simbolos de Christoffel

i L /09  Ogw  Ogyy
g ik 59 < 85(:1 an 8mk)
Pues
o 0 0 0
FJkg(@:Ez 8[171> - g(@xi’vazjﬁ_xk>
1/0gj  Ogi  Ogi ;
r ik Yil 5( (9921 oz, - 690;1) por la féormula de g(Z,VxY)
) 1 dgjx . Oguw. Ogi;
T, — il J o J
ik 29 ( 827[ 8l’j 8xk)

Ahora aplicando estos calculos al tensor de curvatura de Riemann podemos en-

contrar formulas para sus componentes. Como [

14
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1.2. COORDENADAS LOCALES

en esta base es:

o 0\ 0 9
(oo om = Va8 -V Vi)
9 )
— 1 9\ . 9
- V% <F Zk3$z> V@% (P ch”)x;)
6Flik 0 ! 0 arljk o l 9

oy O\ 0O
= (b, s, — Tt b+ v J)
( k=gt gk= il oz; Ox; / Oxg
En la primera igualdad podemos ver que la curvatura de Riemann mide la no con-
mutatividad de la derivada covariante. Mientras que en la iltima ecuacién hemos

encontrado formulas para sus componentes en términos de los simbolos de Christo-

ffel:

1 l l ars; or? ;p,
R = Dl — Tl + Tk — =57

Observemos que en esta expresion aparecen derivadas de los términos I' en los cuales
a su vez aparecen derivadas de las componentes de la métrica g;;, por lo que los
componentes del tensor de curvatura de Riemann contiene informacion de la métrica,
asi como también de sus primeras y segundas derivadas.

Finalmente hacemos los calculos en coordenadas locales para obtener la ecuacién
de una geodésica. Sea v : I — M una geodésica y (U, ¢) una carta que contiene a
v(I), en estas coordenadas la curva se puede expresar como (t) = (z'(t),...,z"(t)),

¢ A i O
asi 7' = @' 5, luego

V., = Vijagjj:kﬁixk
= xjvaz]xkaixk
= g’ (aix](xk % +:i:kV£Jaik)
_ xj(%(xk)aimﬂ;krgk@ii)
- (o T ) g



1.3. EJEMPLOS

d (i) — 0d' dat Ry
Por regla de la cadena se cumple que (m) = Gu, i POT lo tanto la condicion
V.7 = 0 escrita en coordenadas locales es:
Lol 4 i deldet g ara i=1,..n
ar ikat ar — p =41l

1.3. Ejemplos

En esta seccién veremos 3 ejemplos clésicos e importantes de variedades Rie-
mannianas. Los llamados espacios de curvatura constante, que en el capitulo 5
jugaran un papel principal debido a que son los modelos estdndares de posibles

topologias del Universo.

El Espacio Euclideo

Es el que hemos conocido toda la vida, donde las geodésicas son las lineas rectas y
la curvatura de Riemann se anula en todo punto. Consiste simplemente en el espacio

vectorial R? equipado con el producto interno candnico:
ds* = da3 + da3 + da;

Que escrito en coordenadas esféricas

ry = rcosfsing
Ty = rsinfsing
T3 = Trcos¢

toma la forma

ds? = dr? + r%(sin® ¢df?* + d¢?)

De la ultima expresion podemos ver que la métrica inducida en una esfera de radio

a escrita en coordenadas esféricas es:
ds® = a*(sin? ¢df* + dp?)

16



1.3. EJEMPLOS

El Espacio Esférico

Consiste en el espacié topoldgico S? := {x € R*a% + 23 + 23 + 27 = 1} equipado
con la métrica inducida de R*. Podemos escribir la métrica inducida en coordenadas

‘esféricas’ de R*.

r1 = rcosfsingsiny
Ty = rsinfsin¢siny
r3 = 7rcos@siny

Ty = TCOSY

Claramente S® = {(x,,0, ¢)|r = 1}. Podemos ahora dar una parametrizacién de un

abierto U de la esfera

W (0,7) x (0,00) x (0,27) x (0,7) — UCS?
(x,r,0,0¢) —— (cosfsin ¢ sin y, sin 6 sin ¢ sin ¥,
cos ¢ sin x, cos x)
Ahora pasamos a calcular las componentes de la métrica en estas coordenadas:
Xy

Notemos que la coordenada x corresponde

a la distancia sobre la esfera hacia el punto

(0,0,0,1). Si hacemos el cambio de coordena-

da p = sin y, ahora p representa la distancia

al eje x4. Luego

Figura 1.1: Coordenadas x y p

17



1.3. EJEMPLOS

3933

(8_‘1' 0_‘P>
|| (cos @ sin ¢ cos , sin @ sin ¢ cos x, cos ¢ cos x, — sin x) ||?

cos? 0sin? ¢ cos? y + sin? @ sin® ¢ cos? x + cos® ¢ cos? y + sin? x
cos? x + sin? y
1

ov 9
(G 57)

|| (— sin @ sin ¢ sin x, cos § sin ¢ sin x, 0, 0) ||?

sin? # sin? ¢ sin® x + cos® fsin® ¢ sin?

sin? ¢ sin?

B <8\IJ 8\Il>

= ||(cos @ cos ¢sin x, sin 6 cos ¢ sin x, — sin ¢ sin y, 0)||?

= cos?® 6 cos? ¢* sin? y + sin? § cos? ¢ sin® y + sin? ¢ sin? ¥

= sin?y

Es facil ver que los términos cruzados se anulan, es decir g = g13 = gog3 = 0, por lo

que la métrica queda de la forma:

ds? = dx? + sin® x(sin? pdf? + d¢?)

Vemos que dp = cos xdy, por lo que dx? = A’ _ 42’ e esta manera la métrica

cos? x 1+p27

en las nuevas coordenadas queda:

ds? = 2 + p(sin® pdb? + d¢?)

El Espacio Hiperbdlico

Consideremos al espacio vectorial R* equipado con la métrica de Lorentz candnica

g(x,y) = T1y1 + TaYo + T3Y3 — Tays

18



1.3. EJEMPLOS

Sea H? := {z € R|g(x,z) = —1 y x4 > 0}, entonces el Espacio Hiperbdlico consiste

del espacio topoldgico H? equipado con métrica la inducida por g.

De manera andloga a lo realizado en la esfera, podemos ahora calcular en coor-

denadas polares en R* la métrica inducida. Tenemos ahora la parametrizacién

W : (0,00) x (0,00) x (0,27) x (0,7) — UCH?

(x,r,0,09¢) —— (cos @ sin ¢ sinh x, sin 6 sin ¢ sinh

cos ¢ sinh y, cosh x)

Y las componentes de la métrica quedan parecidas a la del espacio esférico, solamente

cambiando sin x y cos x por sinh x y cosh y, respectivamente.

g11

922

g33

(5, 5,)

cos? @ sin? ¢ cosh? y + sin? @ sin? ¢ cosh? y + cos? ¢ cosh? y — sinh?
cosh? Y — sinh? y
1

(o0 a0)

sin? fsin? ¢ sinh? x + cos? @ sin? ¢ sinh?
sin? ¢ sinh? y
(8@ 6@)
cos? 0 cos® ¢* sinh? x + sin? f cos? ¢ sinh?  + sin? ¢ sinh? x

sinh? y

De nuevo, los términos cruzados se anulan y la métrica queda:

ds* = dx? + sinh? y(sin® ¢df? + dp?)

Que bajo el cambio de coordenadas p = sinh x también se ve:

ds? = 1_{% + p2(sin® ¢db? + d¢?)
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Capitulo 2

RELATIVIDAD GENERAL

“What really interests me is whether God
had any choice in the creation of the world”

- A. Einstein

2.1. Introduccion

Enfocaremos nuestro estudio en 4-variedades Lorentzianas conexas porque son los
modelos estandar que se usan para describir el Espacio-Tiempo basado en la Teoria

de la Relatividad General de Einstein. Los principios béasicos de esta teoria son:

1. Se supone que todas las leyes de la fisica se pueden formular por medio de

objetos geométricos.

2. Se generaliza la nocion de Espacio-Tiempo de relatividad especial, usando como

modelos variedades de dimension 4.

3. Se busca que en cualquier punto de la variedad y en todos los marcos de referen-
cia las leyes de la fisica escritas en estas coordenadas tomen la forma familiar

de relatividad especial, esto es conocido como “El Principio de Equivalencia”.
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2.1. INTRODUCCION

Por esta razon se pide que estas 4-variedades estén equipadas con una métrica

de Lorentz.

4. La gravedad no se piensa como un campo de fuerzas en el espacio, sino como
el efecto que resulta de la interaccion entre la geometria y la masa-energia

presente en el Universo.

Los puntos 2 y 3 se resumen en la siguiente:

DEFINICION 2.1.1. Un Modelo del Universo es una pareja (M, g), donde M es
una variedad conexa de dimension 4 y g una métrica de Lorentz para M, es decir,
g es una aplicacion (suave) que a cada punto p € M le asigna un producto bilineal
g, : T,M x T,M — R de signatura (1,3), esto quiere decir que g, tiene un valor

propio igual a —1 y 3 iguales a 1.

En esta definicion y para todo el trabajo se suponen unidades geométricas
¢ = G = 1, donde c es la velocidad de la luz y G la constante de la gravitacion

universal.

EJEMPLOS

Espacio de Minkowski. R* con la métrica de Lorentz estandar
ds* = —xf + 27 + 13 + 73

Métrica de Schwarzschild. A R x ((2M, 00) X 52) se le puede equipar con la

métrica

2M oM\ !
ds® = — (1 — —) dt? + (1 — —) dr? +r? (sin H?do* + d¢2)

r r
Métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Sea N = H?,
R? 6 5% y do? la métrica candnica de N (la deducida en el capitulo anterior). Con-
sideramos una funcién a : R — R positiva, entonces R x N es un modelo para el

Universo con la métrica:
ds® = —dt* + a*(t)do?

22



2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

Mas adelante se explican con detalle estos modelos.

DEFINICION 2.1.2. Un vector v € T,M se dice que es tipo tiempo, tipo luz o
tipo espacio si g(v,v) < 0, g(v,v) =0 6 g(v,v) > 0 respectivamente. De la misma
manera decimos que un campo vectorial X es tipo tiempo, luz o espacio si X, es tipo
tiempo, luz o espacio para toda p € M. Finalmente una curva v : I — M es tipo

tiempo, luz o espacio si (s) es del tipo respectivo para toda s € I.

2.2. Motivacion de las Ecuaciones de Einstein

En esta seccion daremos algunas motivaciones para justificar la hipdtesis de que
las ecuaciones de Einstein se cumplen en el Universo. Supondremos a lo largo de esta
seccién lo siguiente:

El modelo del Universo (M, g) admite un campo vectorial X tal que:

X es tipo tiempo.

» X # 0 en todo punto.

X es de Killing, es decir, el flujo generado por X son isometrias de (M, g)

La distribucién X es integrable.

DEFINICION 2.2.1. Un Universo que cumple las condiciones anteriores se dice

que es estdtico.

El flujo de X representa al tiempo y las 3-variedades integrales de X+ las rebanadas
espaciales a un tiempo fijo, ademés como el campo vectorial es de Killing entonces
el flujo define también isometrias entre las rebanadas espaciales, es decir, la parte
espacial de este modelo no cambia con el transcurso del tiempo, de ahi el nombre de

estdtico. Denotamos por V a una de las subvariedades integrales de X .
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

PROPOSICION 2.2.1. Sea (M,g) un universo estdtico, entonces existen cartas
de M tal que la métrica escrita en las coordenadas locales dadas por las cartas es de

la forma:
ds? = goo(w1, T, 23)dt* + gap(1, To, 23)d2x*da” (2.1)
con goo < 0 y (gap) positiva definida.

Demostracion.
Es claro que el flujo de X determina la direccion temporal y el hecho de que la
distribucién X+ sea integrable garantiza que en la métrica no aparezcan términos de
la forma dtdz®. Ademds como X es tipo tiempo entonces goo = g(X, X) < 0 y por
tanto (gag) es positiva definida. Finalmente al pedir que el campo X sea de Killing
se esta forzando que su flujo sea por isometrias, esto es, las traslaciones en el tiempo
dejan invariante a la métrica, por lo que las componentes de esta no pueden depender

de t. Por lo tanto la métrica se ve de la forma deseada.

2.2.1. Meétrica interpretada como Potencial Gravitatorio

Supongamos ahora que (M = R x R? g) es un universo estatico y los puntos de
M los escribimos de la forma (t,7) € R x R®* y 7 = (2!, 22, 2%), entonces la métrica

es de la forma 2.1.

DEFINICION 2.2.2. Dadas las coordenadas locales (sistema de referencia) (t, ),
definimos el tiempo propio como T = \/—goo(Z)t.

La funcion 7 definida de esta manera representa el tiempo medido por una particu-

la que esta en reposo espacial respecto al sistema de referencia (¢, 7).

PROPOSICION 2.2.2. La velocidad de la luz, es decir, la velocidad espacial de una
particula que se mueve sobre una geodésica tipo luz, estd dada por ¢(Z) = \/—goo(Z)
medida con el sistema de referencia (t,7) y c(¥) = 1 medida con el sistema de

referencia tiempo propio (T, 7%)
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

Demostracion.
Sea dI* = go5(%)dz*dz” la métrica inducida en las tres variedades transversales a 2.

Sabemos que la velocidad de una particula es % por lo que si viaja a la velocidad

de la luz, i.e., describe una geodésica tipo luz (ds* = 0) entonces & = \/=goy y
dl _ v—goo __
dr v —goo U

Tomemos el siguiente modelo de juguete: (R x R3) con métrica asintéticamente
plana, es decir, ds? S T —dt* + |dZ|®. Supongamos ademés que se tiene una

distribucién de masa constante y acotada.

De acuerdo a la aproximacion de campo débil en un Universo estatico con
métrica tendiendo a la de Minkowski al infinito(ver [6]), debemos considerar a
U(Z) = 1—+/—goo(Z) como el anédlogo apropiado del Potencial Gravitatorio Newto-

niano clasico’.

Idealizamos a toda la masa-energia que estd en el universo como un fluido per-
fecto con densidad py y presiéon p. Sabemos que en mecanica clasica el Potencial

Newtoniano satisface la Ecuacién de Poisson.
AU = —4mp (2.2)

Donde U y p son el potencial y la densidad “newtonianos” del Universo, con esto en
mente, buscamos que en un modelo del Universo (M, g) se satisfaga algo andlogo.
Proponemos exactamente la misma ecuacién, pero ahora pensamos a A como el
laplaciano (pseudo-)Riemanniano ? en (M, g).

Ya hemos dado una interpretacion relativista del potencial U en términos de la
componente temporal de la métrica. La funcién p por otro lado debe ser una medida

de la masa-energia presente en el Universo y en los calculos siguientes vamos a dar

'El potencial gravitatorio cldsico es U(r) = —%, con a constante
2FEl laplaciano en una variedad Riemanniana se define como AU = div gradU
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

una motivacién para definirla como (pg + 3p)+/—goo-
NOTACION. Sea , /gvdZ a la forma de volumen para V', esto es, gy = det(gap) ¥

d¥ = dx'dz?da’
LEMA 2 (Levi-Civita). Si Ric;; son las componentes de la curvatura de Ricci de
(M, g) y Ric'; := g¥Ricy; entonces /N\/—goo = —Ric%ov/—goo
Combinando este resultado con la ecuacién 2.2 se tiene que
Ric’)\/—goo = —4mp (2.3)
Separamos p en dos aportaciones
p = (energia en reposo de las particulas) + (energia potencial gravitacional)

Vemos que py es la densidad de energia en reposo de las particulas del interior de
una bola B C V lo suficientemente grande para contener a toda la distribucion de

masa-energia presente en el Universo, luego

energia en reposo = /pos/gvdi:'
B
1
energia potencial = —E/poU\/gvdf
B

Entonces
. 1 .
/ P\ gvdr = / Po (1 - §U> Vovdr
B B

1-1U
= / Po%v —900\/g_vdf
B

1 -
-~ / Po (1 + §U> vV —goo/gvdr
B

Pues (1+4U)(1 - U) = 141U — U + 1U? ~ 1 — LU, aqui se supone que se
tiene un campo gravitatorio débil y se desprecian términos con U de orden mayor
a 1 (U? ~ 0). Por otro lado si se supone que V es localmente euclideo (al menos

aproximadamente), entonces
VgvdiE ~ r? sin Odrdfdy
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

Si llamamos M, := Masa contenida en la bola B de radio r, se tiene

1 1
—/ poUr/gvdi =~ —/ poUr? sin Odrdfdye
2 /B 2 /B

= —(Potencial Newtoniano en B)

B / M, dM,
= i .
/ M, dM,
= T
B 2

Debido a que (M, g) es estédtico debe de haber un equilibrio entre la fuerza de

atraccién gravitacional y la fuerza ejercida por la presion, pues de otra forma la
gravedad o la presién harian que V' se contrajera o expandiera, respectivamente. Tal

equilibrio se traduce a

Entonces

1 . M, dM,
§/POU\/ngI = /’r’ >
B B r

= — / Amr3dp Integrando por partes
B

= (—4mr’p)

T To
’ +/ 3p(4m)ridr Como p(rg) =0
0 0
~ / 3p\/gvdZ  Pues (47)rdr ~ \/gvdZ
B

Finalmente llegamos a

— 1 —
/ P/ gvdE = / Po <1 + §U) vV =900/ gvdT
B B
= / (Po + 3p)V—goov/gvdT
B

Esta tltima ecuacién nos motiva a definir p := (po + 3p)\/—9goo, luego la ecuacién

(2.4) se ve de la forma:

—Ric% = 4r(py + 3p)
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

La importancia de la tdltima igualdad recae en el hecho de que relaciona parte de
la geometria del modelo (M,g) con la masa-energia del Universo, lo cual es una
de las ideas principales de la TRG. En la siguiente seccion veremos como se puede

generalizar para obtener las llamadas ecuaciones de Einstein.

2.2.2. Ecuaciones de Einstein

Se sabe que a todo fluido se le puede asignar un tensor T simétrico de rango 2
que se llama tensor de Energia-Momento que agrupa toda la informacién de energia,
momento y tensién del fluido (Una excelente explicacién de este tensor se puede
encontrar en el capitulo 5 de [9]). Ademas debe cumplir la ley de conservacion de la
energia la cual se traduce a div T = 0. Para un fluido perfecto el tensor de energia-

momento es de la forma T = (py + p)u ® u+ pg donde u es la 4-velocidad del flujo,

ie,u = C;—’f y en nuestro caso estatico se tiene u’ = fgoo yu® =0 paraa =1, 2
y 3. Luego,
T% = gy T = gool(po +p) +pg™)
—4goo
= —po—p+p
= —po
y

T'; = gaT* = gul(po + p)u/u* + pg’*]

= (—po + p)w ggu” + p&’;
Tomamos la traza y se obtiene

T:=T, = (—po —|—p)11igikllk + pd’;
= (—po+p)g(u,u)+4p  Como g(u,u) = -1

= —po—ptidp=—po+3p
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

Entonces volvemos a escribir la iltima ecuacién deducida en la seccién anterior, ahora

en términos de T, y queda de la forma:

1
RiCOO = 8’/T(T00 — §T)

Queremos una ecuacion tensorial donde se involucren la curvatura de Ricci y T.

Proponemos
o 1
RIC]Z' = 87T<T]Z' - §6JZT> (24)

Vemos que se tiene que cumplir la siguiente ecuacion para la curvatura escalar

. . 1 ..
R = RiCli = 87T(Tzi - §5ZZT)
= 87T
Entonces 2.4 queda
R ,
RIC]Z' - §5ZR = 87TT]Z‘ (25)

O en su forma contravariante

RiCij — %gUR = 87TTZ'j

Definimos el tensor de Einstein como el tensor que tiene componentes iguales al lado

izquierdo de la tltima ecuacién G;: := Ric;; — 1¢,; R. Entonces se pueden expresar
ij ij — 29ij

estas (en principio) 16 ecuaciones, llamadas Ecuaciones de Einstein como una sola

ecuacion tensorial:

G =87T

Las ecuaciones de Einstein tienen la propiedad de que son ecuaciones diferenciales
parciales de 2° orden para las componentes de g, esta situacién es recurrente en
todas las ramas de la fisica, lo que proporciona una evidencia mas para asumir estas

ecuaciones como verdaderas.
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

2.2.3. Propiedades y Unicidad de G

PROPOSICION 2.2.3. El tensor G definido como G = Ric — %Rg cumple que:
a) G se construye a partir de la métrica y del tensor de curvatura de Riemann.

b) G es un tensor simétrico de rango 2.

c) div G=0

d) G se anula cuando el Espacio-Tiempo es plano.

Demostracion.
Las propiedades a), b) y d) son inmediatas de la definicién. Para demostrar c¢) inica-

mente usamos que div Ric = %g(dR, -) v que div g = 0, por lo tanto
. e 1, . 1
div G = div Ric — §(dw g)R — Eg(dR, )

1 1
pu— —_— d . —_—— d .
J&(dR. ) — Sg(dR.")

La condicién a) nos indica que G contiene informacién acerca de la geometria del
modelo del Universo, mientras que b) y c¢) son necesarias para la consistencia de la
ecuaciéon G = 87T, dado que T es un tensor simétrico de rango 2 con divergencia
0. El inciso d) nos dice que si el Espacio-Tiempo es plano entonces no puede haber
materia presente en él, pues en este caso las ecuaciones de Einstein implican un tensor
de energia-momento nulo. Se puede prescindir de ésta tltima condicién y construir

un tensor con un término agregado y que siga cumpliendo con las condiciones a), b)

y ¢).

G:Ric—%g—i-/\g

NOTA. A A se le conoce como constante cosmolégica y fue introducida por el
propio Einstein en un intento por obtener una solucién a sus ecuaciones que corres-
pondiera a un Universo estdtico; de otra forma (con A = 0) éste evoluciona con
el tiempo, es decir, se expande o contrae. Como se verd en la proposicion 2.2.4 la

introduccion de esta constante es consistente con la teoria y actualmente todavia es
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

tema de debate si es o no igual a 0, aunque las mediciones actuales parecen indicar

que toma un valor distinto de cero.

PROPOSICION 2.2.4. El tensor mds general que cumple a) y b) es de la forma

G = aRic + (g

con a y 3 funciones. Si suponemos que a es constante entonces div G = 0 si y solo

si B = —%ozR + A, con A constante.

Demostracion.
Como queremos que G se construya a partir de R y sea de rango 2 la tinica opcion
es agregar el término aRic y por la misma razén se agrega término de Jg. Ahora si

« es constante
divG = div (oRic) + div (3g)
= adiv Ric+g(dB, ) + fdiv g

— Log(dR,") + g(ds, )

2
Como la métrica g es no degenerada se tiene que div G = 0 < df = —%&dR —
b= —%aR + A, con A constante. g

Asi, en base a este resultado podemos considerar un tensor de Einstein mas

general G := Ric — %gR + Ag, v las ecuaciones de Einstein se escriben de manera

ansloga G = 87'T.

La motivacién para proponer las ecuaciones de Einstein como verdaderas es la si-
guiente: Nosotros buscamos ecuaciones diferenciales de 2° orden (situacién recurrente
en varias ramas de la fisica) que con la informacién de la densidad de masa-energia
que poseemos del universo podamos predecir la evolucion del mismo, esto tltimo
solo se logra si conocemos la evolucion de la métrica del Espacio-Tiempo. En otras
palabras, queremos una ecuacién de la forma G = kT (olvidemos momentanea-
mente quienes son G y T), donde G contiene informacién acerca de la geometria

del Espacio-Tiempo y T las propiedades fisicas cuantitativas del Universo. El tinico
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2.2. MOTIVACION DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

objeto geométrico disponible que tenga informacion acerca de la distribucion de
masa-energia del Espacio-Tiempo es el tensor de energia-momento, mientras que G
es un tensor que se obtiene a partir de la métrica y de la curvatura de Riemann, que
recordemos, contiene segundas derivadas de los componentes de g.

Por otro lado las ecuaciones G = 0 que describen el campo gravitacional del
vacio, se pueden obtener como resultado de las ecuaciones de Euler-Lagrange para el
problema variacional asociado con la accién de Einstein-Hilbert. (Ver capitulo 4 de
[12] y capitulo 3 de [7])

Todo lo anterior es para justificar en cierta manera el siguiente:

AXIOMA. En cualquier modelo del Espacio-Tiempo (M, g) se cumple la ecuacion

tensorial:

G =8T

En los capitulos siguientes vamos a referirnos al tensor G simplemente como G para

no arrastrar la tilde en la notacion.
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Capitulo 3

METRICA DE
SCHWARZSCHILD

3.1. Derivaciéon e Interpretacién

Obtener soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein en general es sumamente
dificil, pero bajo ciertas condiciones de simetria se pueden deducir modelos del Uni-
verso con aplicaciones interesantes. En este capitulo se presenta una solucion llamada
métrica Schwarzschild, en donde toda la materia estd concentrada en un solo punto
y se cumple la condicién de simetria esférica.

El modelo de Schwarzschild se puede aplicar para el Sistema solar, donde se logra
predecir fendmenos tales como la precesion de las érbitas planetarias a un grado de
exactitud mas preciso que los dados por la mecanica Newtoniana clasica, como vere-
mos en ésta seccion. Una aplicacion también interesante, pero que no analizaremos
en este trabajo, es para modelar vecindades de agujeros negros donde se presentan
fendmenos fisicos especificos de estas singularidades (Ver [7]).

NOTACION. A partir de ahora tendremos la convenciéon de que indices latinos
(i, j, k,...) corren sobre 0,1,2,3; mientras que indices griegos (a, (3, p,...) corren

solamente sobre 1,2, 3.
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3.1. DERIVACION E INTERPRETACION

Sea (M, g) un universo con las siguientes propiedades:

1. Trabajamos en M = R x ((2M,o0) x S?) (mds adelante daremos una inter-
pretacion de M) y se supone simetria esférica, es decir, las transformaciones
Idg x Idg+ x ¥ son isometrias, donde ¥ es una isometria de S? (con la métrica

redonda).

2. (M, g) es estatico, lo que implica que existen coordenadas {¢,Z} tal que

agij

=0
ot

ds® = goodt® + gagdxad:vﬁ y

3. La solucién serd valida en una region vacia, esto es, donde 7T;; = 0.

4. Sir es la coordenada candnica de R™ entonces la métrica inducida en las esferas

{t = tg, 7 = ro} coincide con la métrica redonda de S? con radio ry.

TEOREMA 3.1.1. Con las hipotesis anteriores existen coordenadas t,r,0,¢ tal
que las componentes de g cumplen que g;; = 0 para i # j y goo = A(r), g1 = B(r),
ga2 =17 y gs3 = 1 sin’ ¢.

Demostracion.
Ya sabemos que existen coordenadas {t, ¥} tal que ds* = goodt* + gagdz®dz’, por lo
que podemos hacer un cambio de coordenadas solo en la parte espacial y manejar
coordenadas polares & = (r, 0, ¢), ahora vamos a demostrar que estas coordenadas
satisfacen lo pedido.

Para calcular g,s con = 2 aplicamos la transformacion 6 — —6, que es una
reflexién por el plano z, z y entonces se tiene que (¢,7/,0',¢') = (t,r, —0, ¢); ademas
sabemos que es una isometria, por lo que va a dejar invariantes los coeficientes de la

métrica, pero

., 0" 0o
gk? - gk2 - ax;f axéglj
0x* 0z* ,
= W@gm Sin suma
k
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3.1. DERIVACION E INTERPRETACION

Por lo tanto ggo = 0 para k = 0, 1 y 3. Analogamente el mismo argumento aplicado
ahora para la rotacién de S? de 180° alrededor del eje z, que viene dada por ¢ +— —o,
nos permite concluir que gg3 = 0 para k =0, 1,2

Como (M,g) es estitico tenemos que g;; no depende de ¢. Y ademds por la
simetria esférica se tiene que la métrica no cambia bajo transformaciones 6 — 6 + 6,
6 ¢ — @+ ¢g, por lo que los coeficientes goo ¥ g11 pueden depender solamente de 7.
Finalmente la métrica debe coincidir cuando se restringe a {t = to, r = 79} con la
métrica redonda de la esfera de radio 79, por lo que gos = 12 y g33 = r?sin® ¢. 0

Por otra parte tenemos las Ecuaciones de Einstein

. ) 1. )
G} = Ric; — 56§R = 87T =0 Por condicién 3
contrayendo — R —2R =0
sustituyendo en la primera ecuacion —- Ric§ =0

—> Ric=0

Recordemos que

Ric;; = D, — Tl =TT + il con (3.1)
Iy = Egll(gkg,j + g1k — 9jk,) que en este caso se reduce a (3.2)

1 . .
= 59"(9kig + gizh — gjk.i) sin suma (3.3)

Procederemos entonces a calcular los simbolos de Christoffel para g. Tenemos

cuatro casos:
[ ] ’L = O
Y, = 1
ik = ﬂ(gko,j + gojk — Gjk0)

Sabemos que g;x0 = 0y para j, k # 0 se tiene gz = go; = 0, por lo que F?k =0
para j,k # 0. Supongamos que j = 0 entonces g ; = gojr = 0 para k # 1
A/

¥ goj1 = A’ por lo tanto 'Yy = 24

54 €s el tnico distinto de 0, dénde A’ denota

derivada de A respecto a r.
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3.1. DERIVACION E INTERPRETACION

1
Fjl-k = %(Qku + 91k — Gjk,1)

Observemos que j # k = gjr = 0y si ademads j, k # 1 entonces F}k = 0. Ahora
para j = 1 queda I'}, = 55(gk1,1 + g11k) que se anula para k # 1. Por lo tanto

los inicos simbolos de Christoffel que no se anulan son los correspondientes a

j=k:
A/
fw = —35
B/
I = 35
T
F%z = _E
7 sen 62
s = —3p
L] Z: 2
9 1
Ui = ﬁ(gklj + G2k — Gjk.2)

De nuevo observamos que j # k = g;r = 0 y si ademés j,k # 2 se tiene
F?k = (. Para j = 2 el unico simbolo que no se anula es el correspondiente

ak =1yquedaI'f, = 55(2r) = 1. Si j = k el tinico que no se anula es

'} = 52 (2r?senf cos ) = —sen f cos .

m ;=3

I = m(gkz,j + 93k — Gjk,3)

I'% = O0paraj # kyjk#3 Sij=4k# 3 es ficil ver que T}, = 0.
Podemos suponer ahora sin pérdida de generalidad que j = 3 y queda I', =

Qrzlm(gk:&,s; + g33.3) pues gz, no depende de ¢, lo cual no se anula para k = 1, 2:

1 1
F?g = 2_7’2(2r sen (92) = ;
1
s, = W(QTQ senf cosd) = cot
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3.1. DERIVACION E INTERPRETACION

En resumen

F(I)O = % Féo = _%
F%l = % F%2 = _%
le)):&:_% F%QZF?SZ%
2, = —senfcosf T3y =coth

Sustituimos en la ecuacién 3.1 y entonces las Ecuaciones de Einstein se reducen a

s6lo 3 no triviales, las cuales son:

2AA"Br — AA'Br + 4AA'B — A”Br = 0 (3.4)
—2AB*+2AB - AB'r + ABr = 0 (3.5)
2AA"Br — A”Br — AA'B'r —4A’B'" = 0 (3.6)

Restamos la 3.6 menos 3.4 = 4AA'B+4A’B' =0 = AB'+ A B=0=— AB =k

con k una constante. Sustituimos B = % en 3.5 y queda B'r = B(1 — B). Al resolver

esta ecuacién diferencial se obtiene:

Con S una constante de integracion.

(1 + %) h (3.7)
1

k:(l i E) (3.8)

OBSERVACION. Podemos interpretar este resultado usando de nuevo la

Aproximaciéon de Campo débil. Para ésta aproximacion teniamos que

U

= —YJoo
= Yoo
= Joo

— A

1 —v/~goo
(1-0)
—1+2U0 - U?
—1+2U

142U
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

Recordemos que estamos modelando un espacio vacio a excepcién de un objeto masi-
vo en el centro (que puede ser una estrella), tenemos que tomar entonces el potencial

Newtoniano U = % (en unidades geométricas G=1), dénde M es la masa de la es-

trella en el centro. Por lo que la tltima ecuacion nos dice que k <1 + %) =—-1+ ¥
Por lo tanto k= —1y % = —2M. Usando este simil podemos escribir la métrica de
la forma:
2M oM\ !
ds* = — (1 - —) dt* + <1 - —) dr® 4+ r*(d6” + sen 6*dp?) (3.9)
r r

Que es conocida como la métrica de Schwarzschild.

3.2. Aplicacién a Orbitas Planetarias

Pasaremos a estudiar ahora el movimiento de los planetas alrededor del Sol, para
esto recurrimos al modelo de Schwarzschild que consiste en el espacio topolégico
M =R x (2M,0) x S? equipado con la métrica dada por 3.9. Las 6rbitas de los
planetas en el contexto de TRG corresponden a la proyeccion sobre la rebanada
espacial actual de su linea de vida!, que son geodésicas tipo tiempo.

Consideramos entonces v : I — M una geodésica tipo tiempo, entonces ¥ =
tg + 7'"% + 9% + g'%% (dénde el punto significa derivada respecto a s el pardmetro
de ) y sin pérdida de generalidad g(¥,%) = —1.

Vamos a suponer ademas que la velocidad de la geodésica tiene componente en
la parte tangencial correspondiente a S?; la razén de esta suposicién es simplemente
observacional, ya que los planetas no se mueven radialmente (una curva radial es
geodésica). Nos fijamos ahora que R x (2M,00) x S? C R x (2M,00) x S? es una
subvariedad totalmente geodésica, si S' C S? un circulo maximo; entonces, con una
eleccién apropiada de las coordenadas 0 y ¢ (podemos suponer por simetria esférica
que ¢ = %), v estd contenida en R x R x S1, esto se debe a que la proyeccién

de 7 sobre S? es una geodésica pues la proyecciéon R x (2M,00) x S? — S? es una

'La linea de vida de una particula es la trayectoria que sigue esa particula en el Espacio-Tiempo
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

submersion Riemanniana, por lo que la imagen de v bajo esa proyeccion es un punto
o un circulo maximo y como ya dijimos antes, vamos a descartar el caso en que esta
imagen sea un solo punto.
Recordemos que las ecuaciones de las geodésicas vienen dadas por

P et

ds? ik ds ds
Aplicando esto a v y sustituyendo los valores obtenidos de los simbolos de Christoffel
tenemos que para ¢ =0

t+Thtr + Tt = 0

/

LA
t+2—tr = 0

2A
. A.
A P — o
dr
d , .
—(At) = 0
(A1)
( QM). E
1-==)i = =
r m

con F y m constantes, E se interpreta como energia y m como la masa del planeta
al que corresponde la trayectoria 7, por lo que esta ultima ecuacion nos da la con-
servacion de la energia.

Y para ¢ = 2 obtenemos

.1 .

0+2-10 = 0
r

120 +2rid = 0
d, 5

—(r<d) = 0
5. (r°0)

. L

) = —

m

con L constante y asi concluimos la conservacion del momento angular.

Por otra parte, la hipdtesis de g(7,%) = —1 (curva parametrizada por longitud
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

de arco) nos dice que:
-1 =
=7r° =

m .,

= =
27’

T

Definimos V (r) := — (mM -

oM\ . oM\ .
_<1__)t2+(1__> 72 4 g2
T T
oM\ 2. oM\ . ..
(1——) tz—(l——>t(r292+1)
T T
E\? oM\ ./ L?
m T T°m

<E2 m) mM L? MI?

2m 2 +

r 2mir? mr3

L2
2mr2

(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

+ %—fj) , de esta forma hemos reducido el problema

a solamente considerar el movimiento en una dimension de una particula de masa m

bajo la acciéon de un potencial V. El primer término de V' corresponde al potencial

de atracciéon Newtoniano clasico, el segundo a la energia potencial correspondiente a

una fuerza centrifuga, mientras que el tercer término es propio de relatividad general.

Orbitas circulares y 3ra Ley de Kepler

Vamos a encontrar explicitamente las geodésicas circulares, esto es, con r = a

constante. Para esto procederemos a ver que informacién nos da la ecuacion de la

geodésica para i = 1:

T+

L

F(l)o’52 + Fh"ﬁ + F§292 + leas& =0
T3ot2 + T'3,0° =0
A j2 r N2 _
—agt° + _EQ =0
——_EQMt? — 2162 =0
g2 = M2

Tenemos ademas por las ecuaciones de conservacién de energia y momento angular,

que r = a constante = t y 6 también constantes. De la ecuacién 3.10 vemos que
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

- (1 - %)P +r2%0? =1 (3.14)
> (1-a)eruE (3.15)
= {2 (1 — w) =1 (3.16)
: 3aM\ !
= 2 = (1 — —) (3.17)
a
De aqui podemos concluir que
3\
t(s) = i(l - Tm) s+ o (3.18)
m O\
0 = 4 —— 1
(s) (a(a—i’)m)) s+ co (3.19)

El tiempo propio (tiempo medido con el pardmetro s) que tarda en dar una vuelta

un planeta entonces es T, = 27” , es decir, el medido por el pardmetro s. Mientras
que el tiempo césmico (tiempo medido con t) es T, = ﬁfdt = % = ‘i T,.

Observamos que t = (1 — 37""”) * — 1 cuando a —> o0, entonces podemos concluir
la 3ra Ley de Kepler:

(2 423
T2zT3:4W2L: Ta
p 92 m

3.2.1. Precesion de los Planetas

Para analizar cualitativamente el comportamiento de la trayectoria del planeta,
hay que conocer el potencial V. Para tal fin calculamos los puntos criticos de esta

funcioén:

V= SMLE LT M — 0 m?Mr? — L 4+ 3M L2 =0

mr4 mr3

L2+ /TF — ABMLY)(m2M)
a 2m2M

L? 12m2M?2
R (R S
2m2]\/[< L2 )

= 7
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

Vemos que V tiene a lo mas dos puntos criticos y son dos exactamente dependiendo
del valor de L. Supongamos que existen ambos valores criticos y los denotamos por
Tint V Teat, COrrespondientes a la eleccion — y + respectivamente. Observamos ahora

que:

mMr? — L2y 4 3M
‘/r/(7ﬂ> — 74471 m

mM (r — i) (r — Text)
1

r
mM(r —rine)  mMM(r —Tewr)  AMM(r — 73t ) (7 — Tewt)
= V'(r) = i + ! - o
= V" (Tint) mM(nT ~ Test)
Tint
= V" (reat) = mM(Teit ~ i)

Text

De aqui obtenemos que 7;,; corresponde a un maximo local de V', mientras que 7.,
a un minimo local. Podemos modelar la érbita de un planeta como la trayectoria
que describe una particula con potencial V' y que esta cerca del punto de equilibrio
estable. Sabemos la frecuencia para tal funcién r (frecuencia con la que r toma dos

veces un mismo valor) viene dada por:

) 1 2V
Wi = ——
" m dr?

Text
M
= T(Text - Tz‘nt)
ext

Por otro lado wy (frecuencia con la cual 6 vuelve a tomar un mismo valor) cumple,
por la 3ra. Ley de Kepler que w? = 3. De aqui se obtiene la siguiente relacién entre
Y Text

Wr y We

2 oText — Tint

CUr, — CU@

Text
Para encontrar los valores de r..; v 7, para la érbita de Mercurio hacemos uso de las
formulas que se obtienen al resolver el problema de los dos cuerpos, la que usaremos

L—iM = A(1 — €?), dénde A es el semieje mayor y

ahora es (con unidades fisicas) Z

e la excentricidad de la érbita eliptica. Para Mercurio toman valores e = 0.206 y
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3.2. APLICACION A ORBITAS PLANETARIAS

A = 57,894 376 km y por lo tanto GTQ—Q)M = A(1 — €®) = 5.5437 x 10'% m. Ahora la
férmula para 7in; ¥ Tere con unidades fisicas ¢ = 3 x 10® 2 y G = 6.67 x 107! gg—;

(esto se obtiene de manera que coincidan las unidades) es:

L? 12G2m2M?2
Tint = =5 |\1—A\/1l——55—
2Gm2M c2L2

_ 55437 x10% /[ \/1 12GM
B 2 5.5437 x 10102

= 433731 m

Anélogamente 7.,; = 5.4367 x 10'° m. Por lo que

Text — Tint
Wy = Wy —_—
Text

= wy(1 =797 x107%)

Multiplicando por el periodo Ty de una revolucion, obtenemos la precesién de la

orbita por revolucion

00 = Tg(wg — wr)
360°
= (7.97 x 10 3wy)
Wwe

= 2.8692 x 107°°

Q

6 arcseg

Las observaciones indican una precesion del perihelio de Mercurio de 5.75 arcose-
gundos por ano, pero la mecénica clésica solo podia predecir una precesion de 5.32
arcosegundos al ano, que se obtenia al considerar el Sol y los 7 planetas restantes.
Si las cuentas que hemos llevado a cabo para obtener 06 se vuelven a hacer usando
datos mas exactos se pueden obtener un valor bastante aproximado al observado,
lo que viene a corregir la discrepancia con lo predicho por la mecanica Newtoniana,

dando una evidencia mas a la validez de la TRG.
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Capitulo 4

METRICA DE FLRW

“As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain
and as far as they are certain, they do not refer to reality”

- A. Einstein

4.1. Hipdbtesis y Derivacion

El modelo de Schwarzschild se aplica a zonas del espacio donde mucha parte de la
masa se concentra en un punto, como es el caso de nuestro sistema solar y también de
los agujeros negros. Cuando se quiere estudiar el Universo a gran escala se precisa de
un analisis mas global y de algunas hipdtesis distintas, la primera que consideramos

es:

1. El modelo del Universo (M,g) admite un campo vectorial X tipo
tiempo que no se anula en ningin punto, tal que la distribucién X*
es integrable y ademas que VxX = 0, es decir, que el flujo de X sea
por geodésicas. Ademas podemos suponer sin pérdida de generalidad que

g(va) =-1
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4.1. HIPOTESIS Y DERIVACION

OBSERVACION. Sea N C M subvariedad integral de X y h la métrica induci-
da por g, entonces es facil ver que (N, h) es variedad Riemanniana, pues g(X, X) < 0.
Fijamos variedad integral (N,h) de X+, sea p € M y se completa una base
de T,,M ortonormal (respecto a g) {X,,ei,e2,e3}. Sabemos que existe e > 0y U

vecindad de p de manera que se tiene definida la aplicacién exponencial:

exp, : B.CT,M — UCM

v (1)

donde 7, es la tnica geodésica que cumple 7,(0) =p y 7.(0) = v.

La funcién exp, : B. — U define asi coordenadas locales {t, z1, x5, 23} alrededor
de p, llamadas coordenadas sincronizadas. Su nombre se debe a que el pardmetro
t mide, salvo traslacién por constante, el tiempo propio de las particulas que se

desplazan con el fluido césmico. Y por la eleccién de coordenadas se tiene la siguiente:

PROPOSICION 4.1.1. Sea do? la métrica de N, entonces en todo U la métrica
de M se ve de la forma ds* = —dt* + a*(t)do>.

Fisicamente, esta primer hipdtesis y sus consecuencias se interpretan de la siguien-
te manera: X es la direccién de expansion del Universo y al tomar g(X,X) = —1
estamos forzando que las coordenadas {t, z1, s, 3} midan tiempo propio, es decir,
que t difiere solamente por una constante con 7, el tiempo medido por un observador
que estd en reposo respecto a estas coordenadas(Z = 0). Entonces cada hipersu-
perficie Ny, := {(t,x1,x2,23)[t = to} corresponde a la parte 3D del Universo que
observamos cotidianamente, es decir, es una rebanada espacial del Espacio-Tiempo
para un tiempo césmico fijo t5. Con la condiciéon Vx X = 0 se esta pidiendo que
el flujo de V; sea por geodésicas; es razonable pensar que cada punto Ty fijo en el

espacio se mueva libremente (por geodésicas) en el Espacio-Tiempo.

A partir de ahora, por brevedad, usaremos N para denotar a N, para un t, fijo

y nos referiremos a ella también como el Fluido Césmico.
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4.1. HIPOTESIS Y DERIVACION

La segunda hipdtesis que haremos esta basada en las observaciones astronémicas
que se han hecho, donde a escalas de ~ 10® afios luz se muestra que el espacio es
homogéneo (un cubo muestra del espacio se ve igual sin importar de donde se tomé la
muestra) e isotropico (no hay una direccién del espacio privilegiada o que se pueda

distinguir), lo cual se traduce a:
2. N es una 3-variedad de curvatura seccional constante

Recordemos el Teorema de clasificacién de éstas variedades:

TEOREMA 4.1.1. Sea N una 3-variedad conexa completa e isotrépica (= de cur-

vatura constante) con curvatura k = —1,0,1, entonces
/T sik=—1
N=4d RYT sik=0
S3T si k=1

con métrica do® = t% + 1 (sin ¢*d0? + do?)

DEFINICION 4.1.1. Una métrica de FLRW es una métrica para el Universo que

se ve de la forma

dr?
1 — kr?

ds® = —dt* + a2(t)< +72(d6* + sin 92d¢2)> (4.1)

Un Universo de FLRW es un modelo de la forma R x N con métrica 4.1 y N como

en el teorema 4.1.1.

PROPOSICION 4.1.2. Los stmbolos de Christoffel para la conexion de Levi-Civita

asociada a la métrica de FLRW son:

Y = 1f,fr2 Y =r?aa  TY5 = r?sin¢?aa

Iy = g ry = l_kgﬂ [l =—r(1—Fkr?) Tl =—rsing*(1— kr?)
T, =2 ry, =1 ['%, = —sin¢cos ¢

[y =2 s, =1 I3, = cot ¢
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4.1. HIPOTESIS Y DERIVACION

Finalmente también vamos a agregar una hipdtesis mas, ahora acerca del con-

tenido del Universo:

3. La masa (planetas, galaxias y todos los dtomos) presente en todo
el espacio se idealiza como “polvo” esparcido de manera homogénea y
se comporta como un Fluido Perfecto, es decir, el 4-tensor de Energia-
Momento para el Universo es de la forma T = (p + p)u ® u + pg, con u la
4-velocidad del Fluido, p su densidad y p su presiéon. Ademas, la densidad
y la presién sélo dependen de ¢ (i.e. son constantes en las rebanadas es-

paciales).

OBSERVACION. Por la eleccién de coordenadas que se ha utilizado se tiene
que u = (1,0,0,0)

En coordenadas sincronizadas las componentes de T son:

™ = ) (4.2)
T = Bgi;fﬁ (4.3)
T = 5%5 (4.4)
T — Eﬁ%&ﬁﬁ (4.5)

Y sabemos que se tiene que cumplir la Ley de Conservacién de la Energia, div T = 0

6 en coordenadas T¥.; = 0 para toda i. Para i = 0 se obtiene:

0 =T%, (4.6)
=T, (4.7)
=T+ )T + T9,T? + T9,T* + I}, T (4.8)
= p‘+]—9@+]—99+139+?£z (4.9)
'a a a a
<:> po= —3olp+) (4.10)
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4.2. ECUACION DE FRIEDMAN

& pa® = —3a*a(p+p) (4.11)

& 212 (3pa’a + pa®) = —27*(3pa’a) (4.12)
d

& L(27%pa’) = —p%(QWQaS) (4.13)

Y para i = 1,2, 3 las ecuaciones T ; = 0 quedan 0 = 0.

De la ecuacién 4.13 podemos recuperar la lra. ley de la termodinamica para
un Universo esférico como sigue: Consideramos la evolucién del fluido del Universo
como un proceso termodindmico adiabético (sin entrada ni salida de calor), entonces
del lado derecho se tiene el cambio en el tiempo de la cantidad de masa-energia
del Universo (energia interna del sistema), mientras que del lado izquierdo se tiene
el trabajo ejercido por la presién por unidad de volumen, pues el término 272%a®

corresponde al volumen del Espacio.

4.2. Ecuacion de Friedman

Una vez que hemos deducido la métrica de FLRW podemos calcular los diferentes
objetos geométricos asociados. El que nos va a interesar ahora es el tensor de Einstein
G (con constante cosmoldgica), primero vamos a obtener la curvatura de Ricci, con

ayuda de los simbolos de Christoffel. Las componentes de Ric son:

Ricy, = —3%
a
il + 26 + 2k
Ri — o rtem Tem
1cn 1—Fkr?

Ricy, = 7*(ad+ 2a* + 2k)

Ricss = 72sin6*(ad + 2a* + 2k)

aid + a® +k

— R= giniCZ'j =6 5
a

49



4.2. ECUACION DE FRIEDMAN

a\* .k
GOO == 3(—) +3—2—A
a

a
2ad + a> + k a’A

G =
" 1 — kr? i 1 — kr?
Gy = —1*(2ad+a*+k—a’A)
Gz = —1rsin6?(2ai + a* + k — a®A)

Entonces las componentes de las Ecuaciones de Einstein quedan:

a\> _k
a a

3a® +3k —a’A = 8ma®p

2ad + a* + k a’A pa’
— + = 87
1— kr? 1— kr? 1— kr?

—(2ai +a* + k) +a*A = 8mpa®

(4.14)

(4.15)

(4.16)
(4.17)

La Ecuacién 4.15 (con k = 1y A = 0) es conocida como Ecuacién de Friedman y

es en ésta donde va a estar toda la informacién necesaria para conocer los valores de

los parametros k, A y a. Las ecuaciones de Einstein restantes contienen informacion

redundante, debido a que las ecuaciones correspondientes a 6 y ¢ son equivalentes a

4.17 (era de esperarse debido a la hipétesis de isotropia de la rebanada espacial N).

Maés aun, 4.17 es consecuencia de 4.15 y de la Ley de Conservacién de la En-

ergfa, ecuacién 4.10. Derivamos 4.15 y obtenemos 6ad — 2Aaa = 8waa(2p) + 8wa’p y

sustituimos 4.10 en esta expresion:

6ai — 2Aaa = 8w (2adp) — 8m2w
6i — 2Aa®> = —8ma(3p) — 8map
6ai — 2Aa> = —8ma’(3p) — 8wa’p
6ad — 2Aa*> = —8ma?(3p) — 3a® — 3k + Ad®
6ai + 3a* + 3k — 3Aa®> = —8ma’*(3p)

—(2ad + a® + k) + Aa®> = 8ma’p
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4.2. ECUACION DE FRIEDMAN

Por lo tanto 4.15 y 4.10 = 4.17, por lo que nos podemos restringir a considerar
solamente estas dos ecuaciones para deducir la evolucion del Universo. Otra ecuacién

de mucha importancia va a ser la que se obtiene dividiendo 4.20 por 6a?

47

3 (3p+p) + A (4.24)

3

a
a

Observemos que la funcién de escala a tiene que ser mayor que cero para que la
métrica de FLRW sea de Lorentz, suponiendo ademas que A < 0 o lo suficientemente
pequeno para que el lado derecho de 4.24 permanezca negativo, podemos concluir
que d@ < 0, lo cual implica que a(t) es una funcién convexa. Llamamos t, al valor
del tiempo césmico en la actualidad, las observaciones astronémicas muestran que
a(tg) > 0, es decir, el universo no es estético, jesta en expansién!, pues la funcién
a multiplica a la métrica de la rebanada espacial N. En base a lo anterior vemos
que existe un tiempo, el cual supondremos que es 0, tal que cumple a(0) = 0. El
fenomeno que comprende los primeros instantes posteriores a ésta singularidad en la

métrica de FLRW es el que recibe el nombre de BIG BANG.
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4.2. ECUACION DE FRIEDMAN

4.2.1. Universos con A =0

De ahora en adelante entenderemos por Universo esférico (respectivamente hiper-
bélico o plano) en aquel que se cumpla k = 1 (respectivamente k = —1 o k = 0). Por
simplicidad vamos a estudiar primero con més detalle Universos cuya parte espa-
cial tiene geometria esférica y es simplemente conexa, pues por el momento tampoco
tomaremos en cuenta consideraciones topologicas. En resumen, estudiaremos los uni-

versos de la forma R x S3 con la métrica

2

d
ds? = —df? + a2(t)( I

1—17r2

+ 72 (sin? gd6? + do?) )
o equivalentemente,
ds* = —dt* + a*(t) (dx2 + sin x? ( sin? ¢pdh* + d¢2))

El primer resultado importante y sorprendente que se obtiene es la prediccion de

un maximo en la expansion del universo, para luego empezar a contraerse.

PROPOSICION 4.2.1. Para un modelo esférico del Universo de FLRW, con cons-

tante cosmologica A = 0 y con presion despreciable comparada con la densidad, la

. . . . . 3
cantidad pa® es constante y ademds a tiene un mdAzimo Gy = 8”:‘3’“

DEMOSTRACION.
En 4.10 podemos ignorar el término correspondiente a p, pues es pequeno comparado

con p y obtenemos:

) a
p = —3-p
a
a’p+3aa’p = 0
d, g
E(pa) =0

Por lo tanto pa® es constante. Luego, la ecuacién de Friedman 4.15 queda de la forma:

3amaac
36243 =
a
d2 - Amax — _1
a
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4.2. ECUACION DE FRIEDMAN

Figura 4.1: Gréfica del potencial V' y la superficie definida por (a,a,a? + V(a))

y como a* > 0 entonces —222 < —1 = @ < Aygg. O

Si definimos V(a) = —%mez  podemos pensar al problema como al correspondi-
ente al movimiento unidimensional de un particula moviéndose bajo la acciéon de un
potencial V.Y de acuerdo a la grafica de V' en la Figura 4.1 tenemos que la evolu-
cién de a comienza con a(0) = 0 luego crece a un MAaximo a4, para luego volver a
contraerse a un estado similar al inicial.

En la parte derecha de la figura 4.1 aparece la gréafica de la superficie dada por
(a,a,a® + V(a)), nos fijamos que los cortes paralelos al plano (a,a) corresponden
a curvas de nivel solucién de la ecuacién a* + V(a) = cte, por lo que el plano
que pasa por —1 en el eje de V' corta a la superficie en una curva que describe el
comportamiento de la funcién de expansién para un Universo esférico.

La hipdtesis p < p se basa en mediciones actuales en las cuales la densidad de
masa-energia domina sobre la presiéon. Observemos que @ = 0 tiene Unica solucion
a4 = Qmee Y COMO a €s convexa respecto a t entonces existe un tiempo ¢ fin > to tal
que a(tysin) = 0, este fenémeno es conocido como el Big Crunch. Cuando se presenta

el fenémeno del Big Crunch se dice que el universo es cerrado, en otro caso, cuando

el Universo se expande para siempre se dice que el universo es abierto.

Si ahora consideramos un Universo hiperbdlico o plano, correspondientes a los
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4.3. MODELOS NO EINSTEINTANOS

Big Bang
Qo ‘ AN
amax t
v
Big Crunch
valores de k = —1 y k = 0, a partir de las figuras 4.1 y 4.2 podemos concluir lo

siguiente: Para k = 0 se tiene un Universo en expansién para siempre (abierto) cuya
velocidad de expansion tiende asintéticamente a 0, mientras que para el caso k = —1
también se tiene también un Universo abierto, pero con velocidad de expansion que
tiende asintoticamente a 1.

En la figura 4.2, se puede observar la relacion de la edad del Universo con el
parametro de Hubble, que se define como Hy = g . Vemos que la ecuacion de la

t=to
recta tangente a a por el punto t, tiene ecuacién y = a(to)(t —to) + a(ty) y que corta

al eje de t en el punto ty correspondiente a y = 0, por lo que ty —tg = —% y por
tanto tg —ty = Hy ! Con lo anterior podemos concluir que la edad del universo ¢,
es menor que el tiempo de Hubble H;!, que es el tiempo que tendria el universo si

su expansion fuera lineal (@ = cte).

4.3. Modelos no Einsteinianos

Las predicciones del capitulo anterior entraban en conflicto con la concepcion de

un Universo estético de Einstein (en 1915 todavia no se descubria que el universo
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,_'_V

Figura 4.2: Posibles comportamientos de a

estaba en expansion), por lo que decidié modificar sus ecuaciones de manera que las
condiciones de la Proposiciéon 2.2.4 no se vieran afectadas significativamente. Esto
lo logré anadiendo el término Ag y de esta forma pudo encontrar una solucion de
sus ecuaciones que representara a un Universo estatico. Veamos como el anadir este
término mas afecta las predicciones antes hechas.

La ecuacién 4.10 no se modifica por lo que bajo las mismas hipétesis de la proposicion

4.2.1 se sigue teniendo pa® = cte, mientras que la ecuacién 4.15 implica

.9 Amax A 2

_ _ o =

a " 34

.9 Amaz A 2
_ - 1

@ — (== + 50
a+V) = -1

max A

con V(a) = aa —|-3 a’.

Se puede hacer el mismo analisis para este nuevo potencial V' ahora con el término
extra de la constante cosmoldgica. Pero en este momento no ahondaremos en este
analisis ya que en la siguiente seccién se estudiard con més cuidado la ecuacién

de Friedman, prescindiendo de la hipdtesis p < p. A lo largo de la evolucion del
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4.3. MODELOS NO EINSTEINTANOS

Universo no siempre se ha mantenido un estado de densidad dominante, por lo que
si queremos un modelo que se apegue lo mejor posible a las observaciones debemos
buscar hipdtesis mas cercanas a la realidad. Tal hipdtesis sera una relacién entre la

presion y densidad llamada ecuacion de estado.

4.3.1. Ecuacion de Estado

Hasta ahora tenemos 2 ecuaciones independientes y tres funciones desconocidas
a, py p. Para poder resolver el sistema y determinar por completo las soluciones hay
que considerar una tercera ecuacion, la llamada Ecuacion de Estado, la cual nos dice

que se puede expresar la presion en funcién de la densidad.

p=p(p)

Para estudiar con mas detalle la ecuacion 4.10 vamos a separar las aportaciones a p
y p hechas por masa y radiacion de la forma p = p,, +p, y p = pm + pr- Actualmente
pm > 10731 g/em? domina sobre p, &~ 10733 g/em3, pero no siempre se ha mantenido
de esta manera; en las primeras etapas del Universo se tenia todo lo contrario, la
radiaciéon dominaba sobre la masa. En el modelo estdndar del Big Bang (Hot Big

Bang theory, HBB) se supone la siguiente Ecuacién de Estado

1

P=3pr y Pm =10 (4.25)

Por lo que la ecuacion 4.13 se puede escribir como:

(na®) + 5 (00") = 2 pr o (")
Se cree que el intercambio de masa-energia entre la radiacion y la masa es despreciable
comparadas con las cantidades presentes en el universo, es decir, los valores de p,,
pr v pr no se ven afectados por el cambio de energia que se tiene que dar entre ellos
para mantener el equilibrio térmico durante el fenémeno termodinamico que ocurre

durante Big Bang y posteriormente. Por esta razén la ecuacién anterior se puede
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separar en:
it (pma®) =0 y
1 d
foat) = bat@)
= ) k@) = 0
= pa’+3p.ata+ pata = 0
— prat +4p.ata = 0
= %(pra‘l) =0

Por lo tanto las cantidades p,,a® y p,.a* son constantes. Si llamamos pp,, Pro ¥ @0 @

los valores actuales, entonces

4
m a3 r a
Pm = Emolo y pr _ P o° 0
a
3 4 4
a a Pro ( Q0
= ,O(t) =  Pmg (W%) + Pro (ﬁ)) y p(t) = ?0 <a(t)>

Pasamos entonces a la Ecuacién de Friedman 4.15 que con el valor de p sustituido

queda:
Aa? 8ma? ag \3 ap \4
;2 _ — 0 0
@k 3 3 (pm°<a(t)> +pm(a(t)> ) (4.26)
a? a k
() - x 20

Donde V(%) = — (% (%)2 + %’T <pm0%° + Pro (%‘))Q)) . De nuevo a partir de la gréfica
de V podemos obtener informacion acerca del comportamiento de las soluciones de
la ecuacién 4.27 y en la siguiente tabla se presenta un resumen de las principales
caracteristicas de los posibles universos que se pueden obtener de acuerdo a los

valores de A y k.
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Figura 4.3: Potencial V' generalizado para distintos valores de A

se detiene, pero
la  velocidad de
expansion tiende

asintOticamente a 1

k ==

—1 pero la
velocidad de ex-
pansion tiende

asintoticamente a 0

Hiperbdlico Plano Esférico
k=-1 k=0 k=1
A<O El  Universo  se | Comportamiento Cualitativamente
expande hasta un | igual a su andlogo | igual a los ca-
MAaximo a,,,; para | hiperbdlico, con | sos hiperbdlico y
luego contraerse | la tunica diferencia | plano, su expansién
hasta llegar al Big | que la expansiéon | maxima es todavia
Crunch maxima es menor menor.
A=0 La expansién no | Andlogo que para | Mismo que el caso de

arriba, pero con un

Gmazr MAYOT
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Hiperbdlico Plano Esférico
Aeie > A >0| El  Universo  se | Igual que su andlogo | Mismo que el caso de
expande indefinida- | hiperbdlico, la unica | arriba, pero con un
mente, la velocidad | diferencia es que la | a,,q, mayor
de expansiéon en | velocidad  minima
la primera etapa | que alcanza la ex-
disminuye hasta un | pansion es mas chica
minimo # (0 para | en este caso
luego — oo

A=A, No hay diferencia | No hay diferencia | Universo de Eins-
significativa con el | significativa con el | tein. La funcién a =
caso de arriba caso de arriba cte es solucion y se

obtiene un Univer-
so estatico corres-
pondiente a un pun-
to de equilibrio in-
estable.

A > A Cualitativamente Cualitativamente Mismo caso que sus
la descripcion es la | la descripcién es la | analogos hiperbdlico
misma que en el | misma que en el |y plano
caso de arriba caso de arriba

3\ —

2 . , .
Aeyiz = (47Tpm0 ao) se ha definido asi, de manera que exista a..; tal que se cumpla

V() ==y

ao

ao

29

V' (zxit) = (), es decir, para que a..; sea un punto de equilibrio.
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4.4. PARAMETROS OBSERVACIONALES

4.4. Parametros Observacionales

En la seccién anterior hemos visto como los valores de las constantes relativistas

A, po, a% determinan completamente la evoluciéon del Universo; en la practica estos
0

son de poca utilidad debido a la dificultad para medirlos directamente, por lo que se

definen otros parametros en funcién de estos valores que se denominan Parametros

Observacionales.

Hy = ¢ Constante de Hubble (4.28)
altg
a1 Pardmetro de d leracid (4.29)

= —| = arametro de desaceleracién .

% a ltg H02
8

Qy = W—p; Parametro de densidad (4.30)
3H;

En general los parametros anteriores no toman valores constantes, sino que son fun-
ciones de t (no aparecen evaluados en t, y se les quita el subindice 0), en este trabajo
nos concentramos en los valores que toman actualmente pues son los que podemos
observar y medir, ademas de que nos brindan suficiente informacion acerca del pasado

y futuro del Universo.

PROPOSICION 4.4.1. Los Pardmetros relativistas cumplen lo siguiente:

3

po = gHng (4.31)
QO

A = 3H§<70—q0> (4.32)

k L3

5 = 13 (560 a0 — 1) (4.33)

DEMOSTRACION Para la primer ecuacién basta despejar de 4.30. Luego, de

A
4.24 obtenemos ¢y = , ahora despejamos A y sustituimos el valor obtenido

de po para concluir la segunda ecuacién. Finalmente por 4.15 se tiene que HZ =
%”,00 — % + % y de nuevo se sustituyen los valores ya obtenidos de py y A, se despeja

% y se obtiene el resultado deseado. g
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De acuerdo a la ecuacién 4.32 se tiene A = 0 <= )y = 2qp, en este caso la

ecuaciéon 4.33 quedaria:

a% = H}(Qo—1) (4.34)
Por lo tanto
-1 <1 < 2H}
k= 0 & Q =1 < po = B%Hg
1 >0 > 2 H?

Los primeros dos casos corresponden a un Universo donde hay expansion indefini-
da, mientras que en el tercero se predice un Big Crunch.
Por otro lado si A # 0, introducimos los parametros 2, := 3% y Qp = Qo + Q4.
0

Las ecuaciones 4.32 y 4.33 quedan:

Q
Oy = 70 — qo
k 2
Qg

= H;Qr—1)

Y entonces, analogo que para A = 0, se tiene

—1 <1

k 0 <:>QT =1

1 >0

En resumen, podemos tener un Universo hiperbdlico, plano o esférico de

acuerdo a si el parametro de densidad total {21 es menor, igual o mayor a

1, respectivamente.

Los valores aproximados de estas constantes hoy en dia son:
Hy = 71.9%3% (km/seg)/Mpc
Qy = 0.375+£0.125
Qy = .60+£0.15
Qr = 17930
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De acuerdo a estos datos, gy = % — Q) < 0lo que implica que la segunda derivada de
la funcién de expansion es positiva, i.e., @ > 0, por lo que la expansién del universo
se estd acelerando, lo cual no es posible para un valor de A = 0. El término
corresponde a la llamada densidad de energia oscura la cual es la responsable de esta
aceleracion.

Asi podemos concluir que el destino del Universo es expandirse para siempre, con
una velocidad que tiende a infinito. Por otro lado todavia no es posible determinar
el valor del parametro k£ ya que todavia no contamos con los valores precisos de Qr
que nos permitan calcularlo con exactitud, lo inico que podemos decir al respecto es
que vivimos en Universo con geometria casi plana. En ¢l ultimo capitulo damos una

forma alternativa de determinar la geometria de las rebanadas espaciales.

4.4.1. Corrimiento Cosmolégico al rojo

Supongamos que una onda viaja de un punto P a un punto Q. Si P esta en
movimiento relativo respecto a QQ entonces A.,,, la longitud de onda emitida en P, va
a ser diferente de A, la longitud de onda recibida en Q, para medir esta diferencia
se define el corrimiento o “shift” (En la literatura generalmente se encuentra como
“redshift” pues en cosmologia, debido a la expansion del Universo, resulta que todos

los objetos muy lejanos presentan un corrimiento positivo, es decir, al rojo.).
zo= e Tem (4.35)
Consideremos la métrica de FLRW
ds* = —dt* + a*(t) (% + 72(d6? + sin 62d¢2)>
o equivalente, bajo el cambio de coordenadas r = X se ve

ds? = —dt* + a?(t) (dx2 + 22(d6? + sin 92d¢2)>
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donde
sinhy sik=-—1
=4 x sik=0
siny sik=l1

Por simetria esférica tenemos que la subvariedad R x I x {0y} X {¢0} es totalmente
geodésica. Sin pérdida de generalidad podemos colocar las coordenadas de manera
que en la Tierra se cumpla y = 0 y en la fuente de la onda 6y = 0 y ¢y = 90°.
La propagacion de una onda a través del espacio comprende tres etapas: Emision,
Propagacion y Recepcion. Las primera y la iltima son fendmenos que ocurren en el
contexto de Relatividad Especial y solamente en el segundo se va a aplicar la TRG.
= Emisién.
Consideremos un Galaxia moviéndose junto con el fluido cosmolégico que emite
una onda en direccién a la Tierra y llamemos a dos crestas sucesivas A y B.
En esta deduccion se ignoraran los movimientos relativos de la Tierra dentro
de su grupo local (rotacién, traslaciéon, movimiento alrededor del centro de la
galaxia, etc). Ademéds sabemos por la eleccién de coordenadas sincronizadas que
t = T+cte, por lo tanto el periodo de la onda es simplemente la diferencia entre
los tiempos en los cuales se emitieron las crestas Ay B: P,,,, = t.g—t.4. Estamos

suponiendo unidades geométricas, por lo que 1 = ¢ = ]Aj—m = dem = teB — tea.

= Propagacion.
Sea v la trayectoria que sigue A, sabemos que ¢(¥,7) = 0 (Los fotones se
mueven sobre geodésicas nulas) y como § = {2 + X% = —i2 4+ a%y? = 0. Por
lo tanto x = —é, el signo menos se debe a que y va en direccion hacia la Tierra.

Integramos la ecuacién anterior ( y de manera andloga con B también) para

obtener
t
X(t) — xtea = —/ atdt
teA
t
X(t) — xtep = —/ a”tdt
teB
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4.4. PARAMETROS OBSERVACIONALES

= Recepcion.
De la misma manera que en la Emision se tiene que Ao = Pree = top — tra.
Evaluamos las ecuaciones obtenidas previamente para y en t = t,4 y t = t,.p

respectivamente, ademds como x(t,4) = xt.p = x(Tierra) = 0 se obtiene

tra
—X(tea) = —/ atdt

teA

trB
—x(te) = —/ a ldt

teB

Restando = 0 = f:’j a tdt — j;t’"AA a~tdt.

Reacomodando segiin las propiedades de la integrales se tiene

trB teB
/ a tdt — / atdt = 0
tra tea
trB leB
/ atdt = / a”tdt
traA tea

En esta ultima ecuacién se aplica el teorema de valor medio para integrales, entonces

para algin t, € (t,a,t,8) ¥ te € (tea, tep) se satisface

)\rec o )\em
a(t,)  a(t.)

5 = )\Tec - )\em _ CL(t'r) . 1
Aem a(t.)

NOTA. Hemos obtenido asi una formula que relaciona el corrimiento cosmologico
al rojo con la funcién de expansion del universo. Esta formula es importante porque
nos permitird obtener informacién de la funcién a a través de datos observacionales

del parametro z.

Relacion Distancia-Corrimiento al rojo

Una aplicacién importante del corrimiento al rojo cosmolégico es el cdlculo de
distancias espaciales en nuestra rebanada actual de la Tierra a estrellas, galaxias y
otros objetos astronémicos de los cuales s6lo percibimos su radiaciéon. Recordemos

que en las coordenadas (t, x, 8, ¢) la métrica es
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4.4. PARAMETROS OBSERVACIONALES

ds® = —dt? + a(t) (dx2+22(d92+sin92d¢2)>

Por lo que la longitud espacial actual de la fuente de emisién (x.) hasta el lugar de

recepcion que es la Tierra (y, = 0) es:

I = aty)(xe = xr) = altr)Xe (4.36)
— alt,) / ol (4.37)

La expansion de Taylor de a alrededor de ¢, es:

(t—1,) + 10%a
tO " 26t2 to

a(t) = af(t;)+

= alt,) + ()( — )+ at)(E—t)? + ...
(tr)
(tr)

ty

(t—t)" + ...

1
= a(t,) + Hoa(t,)(t t)—quHg(t—tr)2+...

= a(t,)(1+ Ho(t — t,) + qHG(t — t,) + ...)

Y la de le alrededor de ¢, es:

1 1 ok
o) " a(tw)+ato(t—t,ﬂ)+
1 a
= o) 26 (t—t,)+
1 Hy
= i a(tr)(t —t) +
_ a(;) (1+ Holt, — ) +..)

= (t, —to) + =Ho(t, —to)* + ...

o equivalentemente t, —t, =1 — %Hol2 +
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Luego, usando las expansiones de Taylor tanto de a como de % se ve que:

= alt,)

1
Hy(t, —t.) + gqoﬂg(tr —t)? + )

RS

1
= H0<tr — te) + Hg <]_ + 5(]0) (tr — t€)2

.z = Hol + 3(1 = q0)(Hol)? + O((Hol)?)

OBSERVACION. La aproximacion a primer orden es la llamada Ley de Hubble:
z &~ Hyl. Hubble dedujo esta férmula empiricamente basandose en los datos de sus
observaciones y luego interpolando sus datos. Con lo anterior podemos, a partir del
corrimiento al rojo observado en las estrellas, deducir su distancia a la Tierra, con el

supuesto de conocer el valor exacto de Hy.
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Capitulo 5

COSMOLOGIA

La humanidad siempre ha puesto interés en el cielo y las estrellas. A lo largo de
los anos el hombre ha propuesto (y descartado) modelos que traten de explicar el
comportamiento, estructura y origen del Universo. Surgen por supuesto las preguntas:
.Es finito o infinito? ;Qué edad tiene? ;Va a durar para siempre? ;Cudl es su forma
y tamano?

La Cosmologia en el marco de la TRG resume todas estas preguntas en una
sola: {Cudl es la geometria y topologia del Universo? Una manera de darle sentido
formal a esta pregunta es recurriendo al modelo de FLRW, que como hemos visto, la
responde parcialmente describiendo el comportamiento de la métrica (geometria) del
Universo en términos de parametros observacionales Hy, {2y ¥ qo; pero no dice nada
acerca de las propiedades topoldgicas (globales) del Espacio y es en este capitulo
donde se describe un método que trata de responder la pregunta de qué topologia
tiene el universo. Curiosamente el destino del Universo no depende de la topologia,
que es una propiedad global, sino inicamente del signo de la curvatura, que es una
caracteristica local.

Un resultado clasico de geometria Riemanniana relaciona geometria con topologia:

TEOREMA 5.0.1. Toda 3-variedad conexra, completa y de curvatura constante

tiene como cubierta universal a uno de H?, R3 ¢ S3
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5.1. RADIACION COSMICA DE FONDO

Asi el grupo fundamental de la rebanada espacial actia por isometrias en uno
de los tres espacios mencionados y la pregunta entonces de qué topologia tiene el
Universo es equivalente a estudiar dicha accién. Se han propuesto varios métodos
para calcular tal grupo y la accion, el que vamos a estudiar ahora se llama Circulos
en el Cielo y se basa en la mediciones hechas sobre la Radiaciéon Césmica de Fondo

de Microondas (CMB por sus siglas en inglés).

5.1. Radiacion Césmica de Fondo

Descubierta en 1965 por Arno Penzias y Robert Wilson, la CMB es una forma
de radiacién electromagnética que llena todo el Espacio. Las observaciones indican
que tiene una temperatura actual de 2.725 K y una curva de planck extremadamente
aproximada a la de un cuerpo negro. Debido a su temperatura el pico de su espectro
se encuentra en los 160.2 GHz, o equivalentemente, en una longitud de onda de
1.9mm, que corresponde precisamente a la parte del espectro de las Microondas, de
ahi una parte del nombre de la CMB.

La CMB habia sido predicha por George Gamow usando la TRG y el modelo
estandar del Big-Bang, por lo que su descubrimiento aporté una prueba muy fuerte
sobre la validez de esta teoria, desechando aquellas que consistian en un Universo
estatico. Debido a su importancia, la CMB ha sido objeto de numeros estudios deta-
llados, entre ellos estan los proyectos MAXIMA, el BOOMERanG, COBE, WMAP
y PLANCK.

Los resultados nos dicen que a pesar de ser altamente isotrépica, la CMB pre-
senta variaciones de temperatura del orden de 107% y son éstos pequefios grados
de anisotropia los que nos pueden brindar conocimientos acerca de los inicios del
Universo, asi como también de su topologia como veremos a continuacion.

Debido a la isotropia y a su espectro casi idéntico al de un cuerpo negro (de hecho
es el objeto natural conocido por el hombre que mas se aproxima a la idealizacién

de un cuerpo negro) se descartan las posibilidades de que la CMB sea un fenémeno
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5.1. RADIACION COSMICA DE FONDO

atmosférico o sea producida por diversas fuentes que puedan llegar a simular la
isotropia, mas fallan en la radiacion de cuerpo negro. La tnica posibilidad plausible
y que se explica naturalmente en el modelo estandar del Big Bang es aquella de
origen cosmoldégico.

Para tiempos cercanos al origen del universo (parametro de expansién a muy

pequenio) observamos que en la ecuacién 4.27 las contribuciones importantes son

a0

. )2 por lo que la evolucion del

proporcionadas por los términos del orden < y (
Universo en los primeros instantes del Big Bang es cualitativamene independiente
de los parametros k y A y se puede dividir en 4 etapas importantes que explican el

origen de la CMB.

1. El Universo inicia en un estado altamente homogéneo e isotropico con tempe-

ratura y presion extremadamente grandes y se expande rapidamente.

2. En el intervalo 2 < t < 1000 seg, se dan las condiciones de temperatura y
presién adecuadas para la formacién de elementos (T ~ 10 a 10° K y p ~ 10°
a 107! g/cm?) y los protones pueden fusionarse con los niicleos atémicos. Antes
de este periodo eran demasiado energéticos y destruian los atomos, mientras
que para t > 1000 seg no contaban con la energia necesaria para llevar a cabo

la fusién.

3. En la época correspondiente a 1000 seg < ¢ < 10° afios, la materia y radiacién
estaban acoplados en un estado de equilibrio térmico, mantenido por la trans-
ferencia continua de energia entre radiacién y materia, transferencia que en
parte se debia a la interaccion de los fotones provenientes de la radiacién con
los atomos ionizados. Hasta ese momento, a causa de las altas temperaturas,
la materia que llenaba el Universo estaba en el estado conocido como plasma,
en el que los electrones estan separados de los atomos, por lo que los fotones se
vefan afectados por estds particulas cargadas eléctricamente y hacian al Uni-

VErso opaco.
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4. Parat ~ 10° afios la temperatura bajé a unos cuantos miles de Kelvin, aproxi-
madamente 3 000 K, y es en este momento cuando la materia y radiacion se
desacoplan, dando lugar a una etapa de materia dominante (p,, > p,) y al
mismo tiempo el Universo se vuelve transparente. Previamente la energia de
los protones mantenia a los atomos ionizados pero a medida que el universo
se fue expandiendo también se fue enfriando y los protones fueron perdiendo
energia hasta que finalmente se dieron las condiciones para que los ntcleos
atémicos y neutrones se combinaran, de manera que los atomos adquirieron
una carga eléctrica neutra, lo que permitio la dispersion libre de los fotones. La
radiacion en forma de fotones ha estado viajando desde entonces por el Universo
y llenandolo por completo. Al inicio tenia una frecuencia que correspondia a
una temperatura de 3000 K que era la del plasma de donde se originé, pero
debido a la expansion sufrié un corrimiento al rojo y actualmente se espera que

tenga una temperatura de 2.7 K. Esta es la Radiaciéon de Fondo de Microondas.

Universo opaco: Los
fotones interactuan con
{as demds particulas

Figura 5.1: La radiacién de fondo llena todo el espacio
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5.1.1. Superficie de Ultima Dispersion

Para el estudio de la CMB es necesario introducir un objeto matematico que sirve
de base para el método de circulos en el cielo y es la llamada Superficie de Ultima
Dispersion (SUD). De acuerdo a la seccién anterior la radiaciéon de fondo consta de
fotones viajando a velocidad constante ¢ y que fueron emitidos al mismo tiempo,
asi que estos fotones han recorrido todos la misma distancia, pero hay que tener
cuidado aqui a que nos referimos con la palabra distancia, ya que los fotones han
viajado en el Espacio-Tiempo y distancia (entre dos objetos astronémicos) es una
nocién que tiene sentido solamente cuanto nos restringimos a una rebanada espacial
a un tiempo fijo. Para darle formalidad a esta nocién necesitamos una definicion més

técnica pero que en el fondo contiene la idea intuitiva de distancia:

DEFINICION 5.1.1. La SUD se define como el subconjunto de N, la rebanada es-
pacial actual, que consiste de los puntos (xp, 0y, ¢p) tales que existe una geodésica tipo
luz en el Espacio-Tiempo que conecta los puntos (tem, Xp, Op, &p) con (tree, X1, 01, OT),
donde tep, es el tiempo en el cual fueron emitidos los fotones de la CMB y (tyee, X1, 01, O7)

corresponden a las coordenadas actuales de la Tierra.

En otras palabras, la SUD consta de la proyeccién sobre N de los puntos en
el Espacio-Tiempo donde se originé la radiacién de fondo que actualmente estamos
recibiendo. Intuitivamente es claro que la SUD es una esfera con centro en la Tierra,
por ejemplo, en caso de que no hubiera expansién del Universo la SUD tendria un
radio de ¢(t,ec — tem), que es la distancia que han recorrido los fotones desde el
momento en que fueron emitidos hasta el tiempo actual en que los recibimos. Pero
como este no es el caso, necesitamos realizar un analisis mas cuidadoso.

De acuerdo a la ecuacion 4.37 la longitud que existe actualmente entre la Tierra
y un fuente de emisiéon cuyos fotones estamos recibiendo ahora es:

t’r‘e(;
[ = a(tr)/ a”tdt
t

em
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"
Foton sale del
Q.B puntoPrumboaT
t / \ Viaja en el

| > | Espacio-Tiempo

Lo recibimos
actualmente

Figura 5.2: Los fotones provenientes de la SUD son los que recibimos actualmente

en forma de la CMB

Por lo tanto la SUD es una esfera contenida en N con centro en la Tierra y que tiene
radio

tT‘ec
Rsyp = CL(trec)/ a_ldt
t

em

t'rec
= ap / a~tdt
tem

Es precisamente esta esfera el objeto principal en los estudios de la CMB, representa
al objeto matematico apropiado para llevar a cabo los experimentos teéricos méas
importantes para conocer la historia del universo en los instantes correspondientes a
tem v a partir de la informacién obtenida de ella se puede llegar también a conclusiones

acerca de la topologia del Espacio.
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5.2. Circulos en el Cielo

Las ecuaciones de Einstein proveen soluciones de la métrica del Espacio-Tiempo,
lo cual es una propiedad local que hereda a las 3-variedades espaciales, por otro
lado la topologia es una propiedad global, que estd restringida mas no determinada
completamente por la geometria.

El método de circulos en el cielo se basa en la idea de que en un espacio con
topologia no trivial, si Rgyp es suficientemente grande, la SUD se autointerseca y
los lugares geométricos de estas intersecciones son circulos que se manifiestan como
pares de circulos en el cielo que son idénticos y la manera de detectarlos es mediante
el estudio de las pequenas variaciones de sus temperaturas de acuerdo a los datos de
la CMB.

Fisicamente se puede interpretar que en un universo finito (i.e. N compacto)
las proyecciones sobre N de las geodésicas tipo luz en el Espacio-Tiempo pueden
intersecarse a si mismas, es decir, los fotones pueden dar vueltas completas al Espacio
y volver al mismo punto de partida, lo que implica que podemos observar en el cielo
copias de la Tierra o de varios objetos cosmoldgicos. Limitados por el hecho de
que la velocidad de la luz es finita aparecen problemas técnicos del tipo de que los
fotones todavia no dan la vuelta completa (la SUD no se autointerseca) o la imagen
que observamos es tan vieja que no la podemos reconocer actualmente. Se propone
entonces el estudio cuidadoso de la CMB, que no se ve afectada por el paso del tiempo
(excepto por el corrimiento al rojo que sufre, lo cual, en vez de ser un limitante, nos
brinda més informacién sobre los origenes del Universo).

De acuerdo al teorema 5.0.1 la rebanada espacial del Universo es un espacio
topoldgico de la forma N /T, donde I' es un subgrupo del grupo de isometrias de
N =H3, R3 0 S? que actia libre, propia y discontinuamente. De esta forma podemos
teselar al espacio N con copias idénticas de la region fundamental correspondiente a
la accién de T'.

Nos fijamos en la Tierra y todas su iméagenes bajo la acciéon del grupo I' en la
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cubierta universal N, empezamos entonces a inflar globos (esferas) con centros en
la Tierra y sus copias trasladadas bajo I'. Inicialmente los globos crecen libremente,
pero después de cierto tiempo chocan con las demas copias presentes en la cubierta
universal. A medida que los globos se siguen expandiendo los puntos de contacto
se vuelven discos planos (como pasaria con dos burbujas de jabén en contacto), se
continua inflando el globo y sus copias hasta que llenen todo el espacio IV, es en este
momento cuando el globo toma la forma de un poliedro cuyas copias llenan todo el
espacio, ademas los ahora poligonos planos de contacto, que son las caras de estos
poliedros, brindan informacién acerca de los elementos del grupo y como actiian en
la cubierta universal. De esta forma hemos construido una regiéon fundamental para
el universo centrada en la Tierra y que consta de un poliedro con instrucciones de

pegado en las caras.
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Figura 5.3: Copias de la Tierra y del globo expandiéndose en la cubierta universal

Dibujamos también a la SUD y todas sus copias en N. Si es suficientemente
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grande, interseca a las caras (o sus prolongaciones) del poliedro en circulos, que
corresponden a los circulos de autointerseccion. Entonces pares de caras identificadas
en el poliedro corresponden a pares de circulos idénticos en la SUD. El problema de
encontrar una region fundamental para el Universo se transforma, de acuerdo a la
proposicién 5.2.1 que veremos mas adelante, en localizar circulos identificados en la
SUD, con informacién acerca de su tamano, posicién e identificacién (a favor de la

manecillas del reloj o en contra). Suponiendo que poseemos la informacién necesaria

Figura 5.4: Pares de circulos identificados en la SUD

para llevar a cabo dicha tarea, es decir, que tenemos una funcién de temperatura
T : SUD — R, se propone el siguiente estadistico para encontrar pares de circulos

idénticos en la SUD:

DEFINICION 5.2.1. Sean T} y Ty las restricciones de T a dos circulos de igual
radio en la SUD parametrizados por ¢, entonces definimos

[27 2T (£) To(6 + 62)

S *) = o
(@ Jo TH(E0) + T30+ ¢.)
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La eleccién de signos + depende de la identificacién de los circulos (si es en sen-
tido de las manecillas del reloj o en contra) y ¢, corresponde a la fase o “giro” que
se le tiene que dar a los circulos para identificarlos. Dos circulos son idénticos si las
funciones T; y 15 coinciden, o en términos del estadistico, si y solo si S = 1. Debido
a posibles errores y ruido en los datos de la CMB, es suficiente pedir S > 0.95 para
decir que dos circulos son idénticos, esta conclusién se basa en experimentos realiza-
dos simulando la radiacién de fondo y diferentes espacios topoldgicos modelando al
universo[11].

Notemos que para llevar a cabo este experimento se requieren 7 pardmetros: 4
correspondientes a las posiciones (6 y ¢) de los centros de los circulos a comparar, uno
mas para el radio de estos circulos, también ¢, para la fase y finalmente la eleccién
del signo + para la orientabilidad. Por lo que computacionalmente es imposible llevar
a cabo este método para todos los posibles casos y actualmente todavia se buscan
formas de reducir el nimero de parametros para que sea posible implementar este
método de manera eficiente en las mediciones que se hagan de la CMB.

Una vez que tenemos identificados a los pares de circulos ya podemos recuperar
la topologia del Universo, en el sentido de que podemos encontrar una regién fun-
damental (un poliedro) y las instrucciones de pegado de sus caras con el siguiente

método:
1. Construimos una bola B de radio Rgyp en N.

2. Dada C la lista de pares de circulos identificados, para cada ¢ € C sea P(c) el
plano que contiene a ¢ y H(c) el semiespacio acotado por P(c) y que contiene

al centro de B.
3. Definimos D := () . H(c).

PROPOSICION 5.2.1. Suponiendo que C' es mdzxima, es decir, contiene a todos

los pares de circulos identificados, y que D esté completamente contenido en la SUD
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(esto es equivalente a pedir N compacto), entonces D es una region fundamental para

el Universo.

Demostracion.

Dado que dos circulos se identifican en la cubierta universal si y solo si existe un
elemento del grupo que manda uno al otro entonces la region fundamental debe estar
contenida en D. Supongamos ahora que la regién fundamental tiene un par de caras
identificas que no estan presentes en D, entonces los planos que contienen a estas
caras intersecaran a la SUD en pares de circulos idénticos y dado que C' es maxima
entonces ese par de circulos ya deberia estar presente en la lista y por tanto ya se
tomaron en cuenta para formar a D. De aqui que D debe ser una regién fundamental.
Y las instrucciones de pegado de sus caras vienen dados por la informacién obtenida
de S. o

También debemos estar preparados en el caso de que la lista C' esté incompleta o
contenga pares de circulos falsos (que no se identifican realmente). Pares de circulos
faltantes pueden ser obtenidos mediante la composicién de elementos del grupo que ya
se hayan encontrado gracias a otros pares circulos en C, también podemos usar esta
idea para predecir a partir de un pequeno subconjunto de los datos, los demés circulos
restantes. Mientras que circulos falsos pueden ser rechazados debido a que el elemento
del grupo que lleva uno a otro no encaja en la estructura general de I'; este subgrupo
del grupo se isometrias debe ser discreto y esta condicion es suficientemente fuerte
como para confiar en los resultados obtenidos, descartando errores en las mediciones
ya que es virtualmente imposible que datos falsos den lugar a un subgrupo discreto
[5].

Una vez que hemos construido la regién fundamental podemos también recuperar
la geometria de la cubierta universal N. Nos fijamos en los vértices del poliedro v la
manera en que se tienen que pegar sus angulos solidos, si la geometria global es plana
entonces los angulos solidos se tiene que juntar para formar un angulo sélido de 4,

pero si la geometria es esférica o hiperbdlica, los angulos deben juntarse para formar
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un angulo solido menor o mayor a 47 respectivamente. De esta manera, fijaindonos en
la region fundamental y la manera en que se pegan sus angulos podemos recuperar
también la geometria del Universo.

En caso de que la rebanada espacial N del Universo no sea compacta o la lista
C' no sea méaxima, no podriamos detectar toda la topologia de IV sino solamente en
las direcciones donde encontremos circulos correspondientes y tampoco podriamos
deducir la curvatura ya que no tendriamos informacién suficiente acerca del grupo I
que estd actuando.

Se espera que este experimento se pueda llevar a cabo una vez que esté lista la

informacion obtenida del WMAP y poder asi averiguar la forma del Universo.
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